3. Théorémes asymptotiques. Tests, Théoréme de Neyman-Pearson

Objectifs : Savoir appliquer la loi des grands nombres, le théoréme central limite, la méth-
ode delta et le Lemme de Slutsky. Savoir appliquer le théoréme de Neyman-Pearson pour des
test d’hypothéses simples. Les exercices 3.1 a 8.2 sont a faire pendant le TD, les 3.3 a 3.6
sont a chercher de votre coté.

Exercice 3.1 (Théorémes asymptotiques). Supposons que Xj,..., X, sont ii.d., centrées,
de variance finie 02 > 0 inconnue. On note classiquement X la moyenne empirique et &2
I’estimateur non biaisé de la variance.

1. Ecrire 62 en fonction des X;. Solution. On a déja vu en cours que lestimateur non

biaisé de la variance s’écrit

1 _

~92 2

52 — E:Xz X)2.
n—1 ( )
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2. Etudier la convergence presque stire de X et de 62. Solution. La loi forte des grands

nombres implique X 2% 0. De plus, on a aussi (calcul classique):
n—oo

n
~2 n 1 2 3\ 2
= — X2 _
ot (L ).
=1
et en appliquant la loi forte des grands nombres a chacun des termes, on a sans grande
suprise
62 25 1 x (E[X?] — E[X1]?) = Var(X)) = o2.

n—o0

3. Montrer que -
X
VX @ v r0,1).

—

A /5—2 n—00

. Solution. Le théoréeme central limite donne

VX @ o1y,
o n—oo

On veut remplacer o par son estimée dans cette convergence, c’est possible grice au
Lemme de Slutsky : V&2 2% 5 d’aprés 3.1.1. Cette convergence a donc également lieu
n—0o0

en loi. D’apres le Lemme de Slutsky,
VnX _ o vnX @ 0.1)
A /&2 A /5-2 o n—o00 ’

259 H%N(O,l)

n—r00

4. On suppose ici que 02 = 1 et qu'il est connu. Donner la limite en loi de

\/ﬁ(e)_{/2 -1).
. Solution. C’est une application directe de la méthode Delta. Ici g = exp et ¢'(0) =
% d
192 =172 2.0, o /(X2 1) 1% gOIN(0,0%) = N(0,0%/(0)2) = N'(0,1/4).
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Exercice 3.2 (Test optimal pour la loi exponentielle). Soient X7, ..., X,, des variables aléa-
toires i.i.d. de loi exponentielle de paramétre? A > 0. On souhaite tester les hypothéses
simples Hg : A = Ag contre Hi : A = A\ avec A| > Ag.

On rappelle la propriété suivante : la somme de n variables aléatoires indépendantes de loi

exponentielle de paramétre A = 1 suit une loi Gamma T'(n, 1), dont on notera qg’n le quantile
d’ordre 3.

1. Déterminer un test uniformément plus puissant (UPP) de niveau a €]0,1] pour ce
probléme. Montrer que c’est un test dont la région de rejet peut s’écrire

R:{;Xi<u§::)},

ot u(a) est une constante dépendant de o dont on ne demande pas I’expression dans
cette question.

Solution. Le rapport de vraisemblance est donné par :
Lz M) A\ g
—— == —(AM=A Xi .
L(2: No) ()\0 exXp (A1 0); i
D’apres le théoreme de Neyman-Pearson (cas continu), un test UPP de niveau o €]0, 1]

a une région de rejet de la forme
L(z; A1)
S = ALY
r={ e > 1)

avec t a calibrer pour étre de niveau «. Ici, le rapport de vraisemblance est une fonction
décroissante de Mo Y | X;. On peut donc réexprimer la région de rejet optimale de la

forme :
_ Iy o u@)
R= {;X < Ao}’

avec u(a) tel que Po(d -7 Xi < u/Xo) =

2. Montrer que sous Hp, AoX1 ~ Exp(1). En déduire la valeur de u(«). Solution. Via la
fonction de répartition. Ensuite, sous Ho, Ao Y X; ~ '(n,1), donc u = qg’".

3. On notera F,, la fonction de répartition de la loi I'(n,1). Exprimer la puissance 7(\1)

du test précédent pour toute valeur de A\; > A, en fonction de F,,. Commenter sa
monotonie en Aj.

Solution. Rappelons que la puissance du test est la probabilité de rejeter Hg sous
Uhypothése alternative Hy. Elle vaut :

n I'n n
L Mo pa Mo
7TO\1):P1<§ Xi<q)\0 ) =P (M g Xi<A7(1)'q(5 ) :Fn<)\;'qg’ ),
i=1

i=1
en utilisant que par un raisonnement similaire & la question 2, sous Hi, A\ Y X; ~
I['(n,1). Notons que cette puissance est croissante en A1, ce qui est cohérent avec le
fait que la puissance augmente lorsque Ny s’éloigne de Ao (il est alors plus facile de les
distinguer).

4. Montrer par ailleurs que le test précédent est uniformément plus puissant (UPP) pour
tester Ho : A = Ag contre Hi : A > Ag.

Zon rappelle que c’est loi a densité z — lmzox\efm.
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Solution. Le test déterminé ci-dessus ne dépend pas de la valeur de A1, tant que A1 > Ag.
1l est donc optimal pour tout \; > Ao, ce qui en fait un test UPP pour tester Ho : A = Ao
contre Hi : A > Xg.

Exercice 3.3 (Asymptotique du maximum de vraisemblance). Reprenons le modéle ou les
Xi1,...,X, sont i.i.d. et dont la loi est & densité sur R donnée par

a—1

w(l

T = ]la:Zl

avec a > 1 un paramétre. On a établi que 'estimateur du maximum de vraisemblance de a

est donné par
1 & o
apy =1+ (nz;logXZ)
1=

dans l’exercice 2.3.

1. Etudier la distribution de log X7 en calculant sa fonction de répartition, et en déduire
que apry est également consistant. Solution. On trouve que log X; ~ Exp(a —1).

2. Calculer I'information de Fisher I1(a) de X;. En admettant que le modéle est régulier,
montrer que apsy est asymptotiquement normal et donner ses caractéristiques. Solution.
Pour une seule variable, ¢(a,x1) = log(a—1)—alogz et %E(a, r1) = ;%5 —logx1, donc

I1(a) = Var,(;"5 —log X1) = Varg(log X1). Et comme d’aprés 1. log X1 ~ Exp(a — 1),

on a Ii(a) = ﬁ La régqularité étant admise, on applique directement le résultat du
cours :

Vi(ayy —a) ~ N(0, (a— 1))

Exercice 3.4 (Test de variance symétrique a deux échantillons). On admettra dans cet exercice
que si Z1,Zy sont deuzx variables i.i.d. gaussiennes standard, alors Zy/Zs suit une loi de
Cauchy de densité sur R donnée par x — m
On travaille avec deux échantillons indépendants, X7 et Xo. On suppose que 0 < 0% < 03,
et on souhaite tester
Ho : X1 ~ N(0,03), X3 ~N(0,03)
contre
Hy: X1 ~N(0,03), Xo ~N(0,0%).
On souhaite travailler avec des tests symétriques ¢, tels que ¢(z1,22) = 1 — ¢(z2,21)

presque partout.

1. Montrer que si ¢ est un test symétrique de niveau « et de puissance 3, alors @« = 1 — .
Solution. Observer que si (X1, Xa) sont tirés sous Ho, alors (Xo, X1) sont tirés sous H.
On utilise alors cette symétrie pour écrire

o = EO[¢(X1,X2)] = El[(ﬁ(Xg,Xl)] =1- E1[¢(X1,X2)] =1- ﬁ

2. Ecrire le rapport de vraisemblance L, et construire un estimateur symétrique ¢ basé
sur L pour ce probléme. Solution. Le rapport de vraisemblance est donné par

exp( XD X3
V2 exp( 202 20%>

1 1
L= 2 = XX ===
(=50 3 eXp<( ! 2><2a§ zag»
V2 2071 2
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Ainsi, un test basé sur L > 7 est de la forme X? — X3 > C, ce qui est symétrique presque
strement si et seulement st C' = 0. Notons qu’il est symétrique presque strement car
X2 — X2 =0 a une probabilité nulle. On construit donc le test symétrique

¢o(X1, X2) = Lxz2_xz50-

3. Montrer que le niveau «(¢g) et la puissance S(¢g) de ¢ vérifient :

a(do) = 1 — B(do) = %tam*1 (“) :

02

Solution. Calculons le niveau :

2 _
a(go) = Po(X? > X2) = Po(0122 > 0323) = Py(|Z2/Z1| < 01/02) = ;tan Y1 /o9),
car tan~' est la fonction de répartion d’une loi de Cauchy. On remarque que cette
expression est toujours < 1/2, avec égalité si et seulement si o1 = o9, et tend vers 0
lorsque 01 < 03.

Exercice 3.5 (Plus vite que y/n ?). Reprenons l’exercice 3.1, en supposant que 02 = 1 et qu'il
est connu.

1. Quelle est la limite en loi de \/n(cos(X) —1) ?

2. Trouver une suite (a,)n>1 telle que ap(cos(X) — 1) converge en loi vers une v.a. Z qui
n’est pas presque siirement constante, dont on précisera la loi. Solution. On revient a la
prewve du théoréeme de la méthode Delta, mais on va jusqu’a l'ordre 2! On a cos(z)—1 =
—2%/2 + 2%e(x), avec & continue sur R\ {0}, et e(z) — 0. On peut alors prolonger €

xT

par continuité en 0. Puisque X — 0 p.s., alors par continuité, £(X) — £(0) = 0 p.s.,
donc aussi en probabilité. Ainsi, pour tout n,
(X)?

cos(X)=1+0— (1+e(X)),

avec 1+ ¢(X) L1 on applique de nouveau le lemme de Slutsky pour conclure :

n(cos(X) — 1) = —(1 + £(X)) x (”)2_()2 n%o ~ 722,

avec Z ~ N(0,1). Remarquons pour les plus sagaces qu’en appliquant une nouvelle
fois la méthode Delta avec arccos, on pourrait obtenir nX — Z', ce qui contredirait le
résultat de 3.1.2 (une vitesse en n=12 y est établie, et non pas en n~1). Mais, bien sir,
on ne peut pas faire cela (voyez-vous pourquoi ?). On pourra insister sur l'importance
de la régularité dans les hypothéses de la méthode Delta.

Exercice 3.6. Reprenons 'exercice 3.2.

1. Sous quelle condition sur a ces variables sont-elles d’espérance finie ?

2. Sous la condition de la question 1, donner un estimateur ausy; de a via la méthode des
moments. Prouver qu’il est consistant.

3. On suppose dans toute la suite que la condition de la question 1 est vérifiée. A 'aide
du TCL et de la méthode Delta, montrer que éjras est asymptotiquement normal et
donner ses caractéristiques.

4. Pour n grand, quel est I’estimateur & privilégier selon vous, entre aysas et apry 7
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