2. Information de Fisher. Estimation par maximum de vraisemblance

Objectifs : Calculer une information de Fisher, Uinterpréter. Savoir donner la borne de
Cramer-Rao. Pratiquer I’estimation par maximum de vraisemblance. Les exercices 2.1 et 2.2
sont a faire pendant le TD, les autres sont a chercher de votre coté.

Exercice 2.1 (Information de Fisher dans un modéle & deux parameétres). On considére le
modéle statistique ot X7q,...,X,, sont des variables réelles indépendantes, avec pour tout
1<i<n, X; ~N(a+ Bt 1), ou les constantes (¢;)1<i<n sont connues et a, f € R sont des
paramétres inconnus. On admettra que ce modéle est régulier.

1. Montrer que la matrice d’information de Fisher I(«, ) s’écrit

Ia,B) = (Zleti %7%:11:%) .

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les (¢;)1<i<, pour que I(a, ) soit
inversible. Interpréter cette condition.

3. Sous la condition de la question 2, donner une borne inférieure sur la variance de tout
estimateur non biaisé de «. (On prendra donc h(q, 8) = «).

4. Supposons que 'on connait 3. Reprendre les calculs pour trouver Z(«) et donner dans
ce cas une borne inférieure sur la variance de tout estimateur non biaisé de a.

5. Comment les bornes inférieures des questions 3 et 4 se comparent-elles 7 Interpréter.

Exercice 2.2 (Deux estimateurs dans le modéle uniforme). On considére le modeéle dans lequel
X1,...,X, sont des variables i.i.d. suivant une loi uniforme sur [0,6], o § > 0 est un
paramétre inconnu.

1. Trouver un estimateur 6; de 6§ en utilisant la méthode des moments appliquée au premier
moment.

2. Déterminer la vraisemblance dans ce modéle, et montrer qu’il existe un unique estima-
teur du maximum de vraisemblance 65. Donner son expression.

3. Calculer le biais, la variance et le risque quadratique de 0, et de 5. On calculera la
densité de 0.

4. Quel est le meilleur estimateur ?

Exercice 2.3 (Estimation par maximum de vraisemblance dans le cas régulier). On considére
un échantillon X = (Xy,...,X,) i.i.d. de loi n. Pour les modéles suivants, dont on admettra
qu’ils sont réguliers, déterminer ’estimateur du maximum de vraisemblance, puis énoncer le
théoréme central limite associé.

1. 7 est la loi exponentielle de paramétre! A > 0, et I'on veut estimer \.

2. n est la loi de puissance a densité sur R donnée par z lwzlaw—_al avec a > 1 paramétre
et 'on veut estimer a.

Exercice 2.4 (Information de Fisher via reparamétrisation). Soit {Py},.q un modele régulier
unidimensionnel. Considérons une fonction différentiable bijective h : A — O. La famille
{Pp}yco peut ainsi étre reparamétrée par {Qx}yc,- On note I(\) linformation de Fisher
dans ce modéle reparamétrisé. Pour A tel que h(\) = 6, donner I(\) en fonction de I(6).
Donner une interprétation physique de ce résultat.

sa densité sur Ry est donnée par  — Ae 2.



Exercice 2.5 (Un modéle autorégressif). Nous considérons un modéle avec (X1,..., X)) tels
que X7 = 0 + Zy, et récursivement, X1 = p(X; — 0) + 60 + Z; 1 avec les Z; i.id. de loi
N(0,0?). Nous supposons que p € [0,1] et qu'il est connu. On admettra la régularité de ce
modéle.

1. Calculer la matrice d’information de Fisher I(#,0?) en fonction de 6,02, p et n.

2. Donner une borne inférieure pour la variance d’un estimateur sans biais de #. Commenter
et interpréter les valeurs de cette borne lorsque p = 0, et lorsque p = 1.



	Information de Fisher. Estimation par maximum de vraisemblance

