1. Information de Fisher, estimation par maximum de vraisemblance

Objectifs : Calculer une information de Fisher, Uinterpréter. Savoir donner la borne de
Cramer-Rao. Pratiquer I’estimation par maximum de vraisemblance. Les exercices 2.1 et 2.2
sont a faire pendant le TD, les autres sont a chercher de votre coté.

Exercice 1.1 (Information de Fisher dans un modéle & deux parameétres). On considére le
modeéle statistique ot X7q,...,X,, sont des variables réelles indépendantes, avec pour tout
1<i<n, X; ~N(a+ pt;, 1), ou les constantes (¢;)1<i<n sont connues et a, f € R sont des
paramétres inconnus. On admettra que ce modéle est régulier.

1. Montrer que la matrice d’information de Fisher I(«, 3) s’écrit

oo = (o, T,

Solution. On écrit la log-vraisemblance qui est bien définie et vaut £(c, B; ) = —5 log(2m)—

%Z?:l(:vi —a —t;8)%, différentiable sur R* et de gradient donné par Vo, gl(a, B,x) =
< > i (T — =)
o ti(zi — a—t;f)

> La matrice de covariance de Vo gl(c, 3, X) existe et vaut

oo = (o, T,

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les (t;)1<i<n pour que I(«, 3) soit
inversible. Interpréter cette condition. Solution. A noter que linformation de Fisher
est ici constante, et la matrice I(«, ) est (symétrique) et inversible si et seulement si

det I(a, B) # 0 i.e.
ny 24 )
i=1 i=1

Mais par Cauchy-Schwarz, n>" 7 > (321 t;)? avec égalité si et seulement si (t1, . .., t,)
et (1,...,1) sont colinéaires c’est-a-dire si les t; sont constants. Dans ce cas, 'identifiabilité
est alors mise en défaut : toutes les variables sont i.i.d. N'(a+pt,1) et on a une symétrie
(o, B) = (0,0 + Bt). On peut retrouver géométriquement ce probléme d’identifiabilité
avec la matrice d’information de Fisher : si I(a, ) n’est pas inversible, elle l’est en
aucun (o, B) (car elle est constante), et donc la log-vraisemblance reste localement dans
un sous-espace de dimension 1. Il existe donc un sous-espace non trivial sur lequel la
log-vraisemblance ne bouge pas quand bien méme « et 5 bougent. Cela entraine bien un
probleme d’identifiabilité.

3. Sous la condition de la question 2, donner une borne inférieure sur la variance de tout
estimateur non biais¢ de . (On prendra donc h(a, ) = «). Solution. On travaille
sous les conditions de régularité, on peut appliquer le Théoréme de Cramer-Rao. Ici,
¢(a, B) = . La borne de Cramer-Rao donne qu’alors, pour de tout estimateur T non
biaisé de a, et pour tout «, 3,

Varg g(T') > h(a, B)TI(a, B)_lh(a,ﬁ) )

On a, sous les conditions d’identifiabilité,

o 1 S ti it
I(oz”B) - ”Z?:l 7522 _ (Z?:l ti)Z <Z?11 t; nl ) .




ce qui donne, comme h(a,8) = (1,0)7
Zz 1 t12
ny gt = (0 t)?

Cette borne est d’autant plus grande que les t; sont grands et proches les uns des autres:
c’est logique, l’estimation de « est plus difficile car la partie en t;3 prend plus de signal.

Varg 5(T) > [I(a, )11 =

4. Supposons que l'on connait 5. Reprendre les calculs pour trouver Z(«) et donner dans
ce cas une borne inférieure sur la variance de tout estimateur non biaisé de a. Solution.
Dans ce cas I(a) = n et la borne est unidimensionnelle, elle s’écrit

Varaﬁ (T) Z

S|

On peut remarquer que ’estimateur de la moyenne emprique, recentré par les t;3, est
alors efficace.

5. Comment les bornes inférieures des questions 3 et 4 se comparent-elles 7 Interpréter.

. . . . t2
Solution. On a par comparaison immédiate que it > L En effet, on
n n

111(2?7 )2 =

s’attend a mieux pouvoir estimer « si l'information sur 8 est donnée.
Exercice 1.2 (Deux estimateurs dans le modéle uniforme). On considére le modeéle dans lequel

X1,..., X, sont des variables i.i.d. suivant une loi uniforme sur [0,6], ot § > 0 est un
paramétre inconnu.

1. Trouver un estimateur 51 de 0 en utilisant la méthode des moments appliquée au premier
moment. Solution. Puisque Eg[X1] = /2, la méthode des moments donne [’estimateur

0, = 2X,,.

2. Déterminer la vraisemblance dans ce modéle, et montrer qu’il existe un unique estima-
teur du maximum de vraisemblance 6». Donner son expression. Solution. La fonction
de vraisemblance s’écril

n 1 1
1:[5 _e—n]logminmiﬂmaxxiﬁe =

Po—p.s. |0 si 0 < maxuz;
9% si @ > maxux;

ce qui admet un unique maximum global en 0 = max; x;. Ainsi, ’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance est unique et s’écrit fo = max; X;.

3. Calculer le biais, la variance et le risque quadratique de 91 et de 6?2 On calculera la
densité de 92 Solution. Pour 91, on aEy [91] = 6 pour tout 0 > 0, donc [’estimateur est
non biaisé. Sa variance est

d’ou

Pour 0y, on commence par calculer sa densité gg. Par un calcul classique via la fonction
de répartition, on obtient :

go(z) = T]l[o,e] (z).

Cela donne :

. 0 n—1 0
Ey[02] = / xnw dr = n 0, et Eg[@} = / 22 ne dx = " 02,
0 0 on n+2




On en déduit :

—~ 0 ~ n n 2 n
bo(By) = ———. et 0.) — 02 _ 0) — e
9( 2) n+1, e Val"e( 2) n+2 (7’L+1 > (n+1)2(n+2) )

ce qui domne finalement :

~ 0 2 n 2
r) = (755) * arpeTe” = aroar”

4. Quel est le meilleur estimateur ? Solution. Il est facile de voir que Rg(é\g) < Rg(é\l)

des que n > 2, donc 62 est mezlleur que 01 En fait, il est méme bien meilleur puisque

02) ~ 2% al Ro(By) ~ & t bien pl d

lorsque n — 0o, Rg( 2) ~ n2 alors que Rg( 1) 3., ce qui est bien plus grand.

Exercice 1.3 (Estimation par maximum de vraisemblance dans le cas régulier). On considére

un échantillon X = (Xi,...,X,) iid. de loi . Pour les modéles suivants déterminer
Pestimateur du maximum de vraisemblance et étudier sa consistance forte.

1. n est la loi exponentielle de paramétre! X\ > 0, et I'on veut estimer \. Solution. On
trowve A = (L 3°0, Xi)_l. Puis, on sait que (ou on calcule) Ex[X1] = %. La loi forte
des grands nombres (LFGN) donne la forte consistance de .

1

2. n est la loi de puissance a densité sur R donnée par  +— 1,>1%5 aveca > 1 parametre

inconnu que 'on veut estimer Solution. On trouve a = 1+ (5 Zi:l log XZ-) . Puis, en
notant (ou pas) que log X1 ~ Exp(a —1), on a E,[log X1] = 11 (on peut aussi le faire
par calcul direct moyennant une IPP) et la LFGN donne la forte consistance de a.

Exercice 1.4 (Information de Fisher via reparamétrisation). Soit M = (Z, (Pg)geco) un modéle
régulier unidimensionnel. Considérons une fonction différentiable bijective h : A — ©. La
famille (Pg)gco peut ainsi étre reparamétrée par (Qx)aea. On note I(A) Pinformation de
Fisher dans ce modele reparamétrisé. Pour A tel que h(\) = 6, donner I(\) en fonction
de I(f). Donner une interprétation physique de ce résultat. Solution. Notons que comme
h(X) = 0, la vraisemblance sous Qy (notons-la L(\; Z)) vérifie L(\; Z) = L(0; Z), ou L(6;-)

est la vraisemblance sous Py. Ainsi,

(ai log L(\; Z)>2

=Ey <h’()\) (%log L(6;7)

2
f(%) = Eq, ~ 5o, | (55 e 2))

2
) =KW (\)?I(h(N) = K (N)21(0).
0=h(\)

Si nous reprenons l'interprétation du cours de linformation de Fisher comme une vitesse
au carré (c’est le carré de la vitesse locale de la log-vraisemblance), cette variation s’adapte
a celle induite par la transformation h. Si h a de fortes variations autour de \ (est trés
irréguliere), alors la vitesse en X s’en verra affectée, et augmentera par rapport & la vitesse
mesurée en 6. L’estimation de A sera alors plus facile que celle de 6 (cf Cramer-Rao).

Exercice 1.5 (Un modéle autorégressif). Nous considérons un modeéle avec (X1,...,X,,) tels
que X1 = 0 + Zi, et récursivement, X; 1 = p(X; —0) + 0 + Z;11 avec les Z; ii.d. de loi
N(0,0?). Nous supposons que p € [0 1] et qu’il est connu. On admettra la regularlte de ce
modéle.

sa densité sur Ry est donnée par x — Ae™ 2.



1. Calculer la matrice d’information de Fisher 1(6, 02) en fonction de 0, o2, p et n. Solution.
Le modéle est markovien, et log-vraisemblance s’écrit :

(z1—0)*

2.y _" 2
00,0%z) = —§log (2m0”) — 572

1 n—1
502 D (i1 = 0= pla; = 0)°.
j=1
Son gradient vaut

L @1 — )+ (o4 ) (w51 = 0= pla; - 0))]

VQ702€(9,0'2;33) = 21—0)2 n—
az |t O LS g — 0 (e~ 0))

o o2

Pour calculer la matrice de covariance de £(0,02; X), il peut étre bon de le reformuler
en fonction des Zj :

L2+ 0-p¥, 2]

Voo2l(0,0%X) = -
502 [—” + 5 X Zﬂ

En utilisant que les Z; sont i.i.d., que moments impairs d’une gaussienne centrée sont
nuls, et Var(Z?) = 0*(3 — 12) = 20*, on a :

1+ (n—1)(1—p)?
uaa%__< = Q).

0 204

Notons qu’elle ne dépend pas de 0 : l’estimation de 0 est de la méme difficulté partout.

2. Donner une borne inférieure pour la variance d’un estimateur sans biais de . Com-
menter et interpréter les valeurs de cette borne lorsque p = 0, et lorsque p = 1. Solution.
La borne de Cramér-Rao pour un estimateur sans biais 6 de h(0,0?) = 6, donne, avec
les mémes calculs que dans la question 3 de l'exercice 2.1,

0.2

LT T (= D)1= p)?

Var(8) > [1(6,02)7!]

On retrouve d’ailleurs la borne classique de Cramer-Rao dans le cas ou les X; sont i.i.d.
N(0,0?%) lorsque p = 0. Lorsque p =1, en reprenant ’énoncé on Xj1=X;+2Zj1, le
bruit ne fait que s’ajouter, et on ne peut pas estimer o> mieuz qu’avec X1, donc avec
erreur o2, qui ne décroit pas en n. De fagcon générale, la borne inférieure (terme de
droite dans l’équation ci-dessus) croit avec p. Cela est di au fait que 'on estime plus
difficilement 0 quand p augmente. En fait, tout se passe comme si on avait un modéle
gaussien i.i.d. de variance o> mais pour un nombre d’observations effectif

Neg = 14 (n— 1)(1 — p)? < n.
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