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Previously in STA1...



ERRATUM: Cas du test de 2 hypothéses simples

On se place dans le cas ol Ho : 0 = 0o et H, : 0 = 0.

Théoréme de Neyman-Pearson (cas de deux hyp. simples) On se place
dans un modéle (Z, (Py)oco) que l'on suppose dominé. On note L sa
vraisemblance. Supposons qu'il existe k., > 0 tel que le test de région

de rejet
= Z: Re
R {ze L(00;2)> }
soit de taille o, i.e. Py, (R) = . Alors, ce test est UPP(«) pour tester

Ho : 8 = 6, contre H, : 6 = 0.

En effet, Py, (R) = « est utilisé de facon cruciale dans la preuve.
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Vecteurs gaussiens : définitions et
propriétés



Rappels sur les vecteurs aléatoires

Soit X = (Xi,...,Xy) un vecteur aléatoire a valeurs dans R tel que les X;
admettent toutes un moment d’ordre deux fini. On définit son espérance :
E[X] := (E[X:], ..., E[Xq]) € RY

et sa matrice de covariance :

Var(X) := E[(X — u)(X — p)"] € R,

Remarque : Par définition, [Var(X)];; = E[(X; — wi)(X; — )] = Cov(X;, X;).
Var(X) est donc une matrice symeétrique.

Proposition. Soit X ¢ R? de moment d’ordre deux fini, A ¢ R™? et
b € R™. Alors Y = AX + b vérifie :

E[Y] = AE[X] + b,  Var(Y) = AVar(X)A".

Remarque : une matrice de covariance est donc toujours symeétrique
positive : pour tout a € RY, a"Var(X)a = Var(a'X) > o.
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Vecteurs gaussiens

Cas unidimensionnel. Une v.a. réelle Z est gaussienne de moyenne 1 € R et
variance o” > 0, notée Z ~ N(p, 0*), si sa densité (par rapport a Lebg) est :

Al E5Y)

fu,GQ (X) =

Propriétés fondamentales des gaussiennes.
(i) Fonction caractéristique :
- . 1
E[e™] = exp (Iut - EUZtZ)

(i) Somme de deux gaussiennes indépendantes : Si X; ~ A (u,07) et
Xo ~ N (p2,03), alors Xq + Xo ~ N (1 + po, 03 + 03).

Preuve : a chercher. Pour (i) on définit f telle que E[e™] = e'f(t) et on
cherche une équa diff. sur f. Pour (ii), utiliser (i).
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Vecteurs gaussiens

Cas multidimensionnel. Un vecteur aléatoire X = (X, ..., Xq) est un vecteur
gaussien si toute combinaison linéaire de ses coefficients est une v.a.
gaussienne. On note alors X ~ N (y, X), avec p = E[X] et ¥ = Var(X).

Proposition (Densité d’un vecteur gaussien). Soit X ~ A/(yx, ¥) dans RY.

+ si ¥ € R?*9 est inversible, alors X a pour densité (par rapport a
Lede):

fus(®) e T - )

;
= ex
(27)9/2\/det 5 °(—3

* si ¥ n'est pas inversible, alors X — p appartient p.s. a un
sous-espace vectoriel de dimension rg(X) < d.

Exercice : prouver la deuxieme affirmation. On pourra prendre v € Ker(X) et
calculer Var(v' (X — ).
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Vecteurs gaussiens

—_—

Propriétés fondamentales.
(i) Fonction caractéristique. Si X ~ N'(u1, X), alors pour tout s € R?,
E[e"™] = exp(is’y — 15'%s).

(ii) Somme de vecteurs gaussiens indépendants. Si X; ~ N'(uq, 1) et
Xo ~ N (u2, X2) sont indépendants, alors

X +X2NN(,U1+/1/27Z1+22)~

(iii) Stabilité par transformation linéaire. Si X ~ N (u, X) alors pour tout
AdeR™Y b ecR™ AX+ b~ N(Au+ b,ATA").

(iv) Indépendances via la matrice de covariance. Soit X ~ A'(u, £) dans
RY. PourtoutJ C {1,...,d},

(X;)je; sont mutuellement indépendants <= ¥, est diagonale,

ou ¥, ; = matrice extraite de ¥ en ne gardant que les
lignes/colonnes d'indicesj € J.
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Vecteurs gaussiens : illustration geéométrique

50 échantillons i.i.d. gaussiens de moyenne p = (—1,1) et de matrice de covariance

1 06
x= <o.6 0.8)
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Quand la géomeétrie rencontre les
probabilités : le Théoréme de Cochran




Loi du khi-deux et Théoréme de Cochran

Soitd > 1etZ ~ N(0g, lg). La loi du khi-deux a d degrés de liberté, notée
\’(d), est la loi de la somme des carrés de ses composantes :

1ZIP =25+ ... +Z5 ~ x*(d).

Remarque : Si Z ~ x*(d), on a E[Z] = d et Var(Z) = 2d.

Théoréme de Cochran. Soit Z ~ A (u,0%l;) un vecteur gaussien de R".
Soient r > 1 et E,,...,Er des sous-espaces vectoriels orthogonaux tels
que @:_, E; =R". Pour 1 < j < n, notons [1; le projecteur orthogonal sur
Ej et d;j sa dimension. Alors,

(i) les vecteurs aléatoires N.2Z,...,MN,Z sont gaussiens mutuellement
indéependants et de lois respectives
N(I-I‘I/117 O'2|-|1)7 o ,N'(I'Iru, Jznr);

(ii) Les variables ””1(262“)”2, , ””"i;“”‘z sont mutuellement
indépendantes et de lois respectives x*(d.), . . ., > (dr).
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Preuve du Théoréme de Cochran, 1/2

Sans perte de généralité, on peut supposer = 0 et o® =1, i.e.
Z ~ N(0,I). Considérons le vecteur concaténé

U:=(MZ,...,M2Z) eR™,
et définissons la matrice de projection en blocs

n,
rl pp— : e Rnrxn
n,

de sorte que U = INZ. Pour étudier la covariance de U, on calcule

Ny mn; - s

M N mnl ... nnf

B T T | . T ™ 2ih 2t 240
Var(U) = MVar(Z)IT' =NN" = | © [ (My,...,M;) = .
n : . :

r nn’ ... ... nn!
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Preuve du Théoréme de Cochran

Les E; sont 2 a 2 orthogonaux — I‘IjI‘IjT, =M = o pourj #j'. Donc:

mnni o ... o m o --- o

Var(U) — N7 o nn,ni ... o o M, --- o
ar = = X . . =

o o - nnf o o - I

Les propriétés fondamentales des vecteurs gaussiens impliquent que les
vecteurs projetés IN,Z sont mutuellement indépendants, et on lit
N,z ~ N(0,1;), ce qui conclut (i).

Pour (ii), pour chaque j choisissons une base orthonormée (e; ,,.. ., ej,d),) de
E;. Ona

Imz]? Z( “(d)),

car les e;kZ ~ N(0,1) sont mdependants. De plus, les ;Z sont
mutuellement indépendants donc les ||[1;Z|]* le sont également, ce qui
conclut (ii).
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Théoréme de Cochran : illustration géométrique

Illustration du théoreme de Cochran en dimension 2, avec d; = d, = 1.
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Autres lois du monde Gaussien




Lois de Student et de Fisher

Loi de Student. Soit Z ~ N(0,1) et K ~ x*(d) indépendantes. La loi de
Student a d degres de liberte, notee 7(d), est la loi de la variable

T=—— ~T(d).

Loi de Fisher. Soient K; ~ x*(n.) et K, ~ x*(n,) indépendantes. La loi de
Fisher a (n4, n,) degrés de liberté, notée F(n,, n,), est la loi de la variable

P Ki/n;

== Kz/nz N.F.(nhnz).
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Bonus : renormalisation des vecteurs Gaussiens

X}_>X_7:U‘
o

/\T

i X
X~ N(p,0?) dansR X ~N(0,1) dans R
X2 X X 2(X - u
N \\V
X ~ N(u, X) dans R? X ~ N(o,1l,) dans R?

12/14



Bonus : géométrie du monde Gaussien




retour sur lillustration géométrique

50 échantillons i.i.d. gaussiens de moyenne p = (—1,1) et de matrice de covariance

1 06
x= <o.6 0.8)
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Merci !

Rdv en TD pour les questions et la pratique de
ces notions.

(contenu du cours disponible sur ma page web : 1ganassali.github.io)

/s
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