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1. Outils probabilistes pour le statisticien

Cette premiére feuille d’exercices est particuliérement longue. Il n’est pas attendu de tout
traiter.

Exercice 1.1 (Maximum de variables exponentielles i.i.d.). Soient (X, ),>1 sont i.i.d. et dis-
tribuées exponentiellement avec paramétre A > 0, c’est-a-dire de densité z — \e 1,5 par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R. Pour tout n > 1, on définit

M, = max(Xq,...,X,).

Equivalent presque str de ), (optionnel).

1. A l'aide du Lemme de Borel-Cantelli, montrer que lim inf lg/g[% > 1/A, p.s. Solution.
Pour 1., prenons e > 0. On a

P<li\§; < % - 8) =P(M, < (1/X—¢)logn)
= P(X; < (1/A— ¢) logn)”
— (1 o n71+)\s)n

= exp(—n**(1 + o(1))).

Le terme ci-dessus est sommable en n, donc d’aprés Borel-Cantelli, p.s, 1%% < % —€

n’arrive qu’un nombre fini de fois. En "rationnalisant” les €, on obtient, que p.s., pour

tout m > 0, 1?@1 < % — 27™ nlarrive qu’un nombre fini de fois, i.e., p.s. pour tout
My,

Mp
logn logn

m > 0, liminf < % —27™ d.e. p.s. liminf > 1/, p.s., comme voulu.

2. A P'aide du Lemme de Borel-Cantelli, montrer que limsup

){g"n = 1/X p.s. Solution.
Pour la borne supérieure, prenons € > 0. On a

lo

P(X,,/log(n) > 1/A+¢) = P(X,, > (1/A + ) log(n)) = n~ 1),

qui est sommable en n: par Borel-Cantelli avec les mémes étapes que précédemment,
on a que lim sup lgg"n < 1/X p.s. Pour la borne inférieure, il faut utiliser Borel-Cantelli

avec lindépendance: pour 0 < e < 1/,

P(X,/log(n) > 1/X —¢) = P(X, > (1/A —¢)log(n)) = n~ 172,

qui somme enn & +oo. Par Borel-Cantelli, comme les X, sont indépendants, on a que
p.s., Xp/log(n) > 1/X\ — e une infinité de fois, i.e. p.s., limsup X,,/log(n) > 1/\ —e.
En rationnalisant les € comme précédemment, on obtient que p.s., limsup X,,/log(n) >
1/X. Cela conclut la question.

.S. . \
3. Montrer finalement que 1%% P2 /A. On pourra faire une preuve "a la Cesaro’.
n—oo

Solution. Au vu de 1., il ne nous reste qu’a montrer que lim sup lé\g”h < 1/A, p.s. Notons

qu’on ne peut pas utiliser B-C' ici car les M, ne sont pas indépendants ! On utilise la

question 2., Pour tout w € Q sauf sur un ensemble de mesure nulle, pour tout € > 0, il

existe une constante N, = N, (g) telle que )l(é“é“,;) —1/X < e pour tout k > N,,. Fizons

un tel w et prenons € > 0 quelconque. Ensuite, "a la Cesaro”,

M, (w) < MaX1<h<n, Xp(w) Xi(w)

)

logn — logn Nu «rﬁ?lign log k



le premier terme converge p.s. vers 0 car N, est fini et est donc < € pour n assez grand,

et le second terme est < % + & pour n assez grand. On a donc Aﬁ)"g(:) < 1/X\+2¢ pourn
My, (w) My
logn logn —
1/A, p.s. et on a la limite presque sire voulue.

assez grand. Ceci pour tout €, donc lim sup

< 1/A. Finalement, limsup

Développement limité de M,, puis de 1/M,,.

1 . . ) L.
4. Montrer que M, — 5= converge en loi vers une loi notée Gy que vous caractériserez.

On passera par la fonction de répartition. Solution. En regardant la limite de la f.d.r.,
on obtient que

P(M,, —logn/A <t)=P(M, <t—logn/\) =P(X; <t—logn/A)"
= (1 - ef)‘t/nyl e
La limite en loi M,, —logn/X est la loi sur R de f.d.r. z +— e=e (on parle de loi de
Gumbel).

5. En appliquant la méthode Delta et la question précédente, montrer que

logn (d)
1 - A H
ogn X (M > — Hj,

n n—oo

et préciser la fonction de répartition de Hy. Solution. On a établi que

logn x (M, /logn —1/X) % G.

applique la méthode Delta pour la transformation g : u v 1/u, dérivable en 1/\. On a
alors :

logn x ((logn)/M, — ) % J(1/N) x Gy = —\2Gy,
d’on
log?n

(d)
M, /\lognnjo Hy,

avec Hy @ —A\2Gy\ (égalité en loi). On peut calculer la f.d.r. de la loi Hy: si Y ~ Gy
etteR, ona

2
e_eAt/A t/A

P(-\2Y <t)=P(Y > —t/)\?)=1— =1—e¢

Application: intervalle de confiance pour \.

6. Pour § €]0, 1], calculer explicitement le quantile d’ordre /5 de la loi de Hy, noté hy g.
Solution. On a la fonction de répartition, il suffit de l'inverser :

11— =8 = —e/* =log(1-B) < t = Alog(—log(1 - f)),
d’ou hy g = Xlog(—log(1l — f3)).

7. Montrer avec tout ce qui précéde que pour tout « €]0, 1[, en notant

logn logn
. - Mn My,
Il (le o e ,Xny a) - 1 + log(_hl)ogg’rga/Z)) Y 1 + log(— leg(]ﬁ_a/2)) )



on a
P(Il(Xl,...,Xn;Ol) 3)\) — 1l—a.

n— oo
I(X1,...,X,) est un intervalle aléatoire appelé intervalle de confiance asymptotique
pour A de probabilité de couverture 1 — . Solution. D’aprés ce qui précéde, pour tout

a €]0,1],

IP’(Il(Xl,...,Xn;a) > )\)

2
=P (Alog(— log(l —a/2)) < lo];gfnn — Aogn < Alog(— log(a/2))>

— P(hyae < HyN<hyiap) =1—a.

n—oo

8. Quel est I'équivalent presque str de diam(I1(X1, ..., Xp; @))? Solution. On utilise tous
les résultats précédents, et p.s.,

. logn 1 1
diam( (X, ..., Xp; ) = —
M, |1+ log(—hfogg(ln—aﬂ)) 1+ log(—lézgqsa/Z))
_\Jog(=log(a/2)) — log(~ log(1 — a/2))
logn

(NB : les limites sont p.s. et constantes ici, pas besoin du Lemme de Slutsky).

9. (% car moins guidé) Pourrait-on trouver un autre intervalle de confiance dont le diamétre
décroit sensiblement plus vite en n que 'intervalle précédent 7

Exercice 1.2 (Empirical risk minimisation). On observe (X1, Y1),...,(Xp,Y,) 1.id., de loi
inconnue, avec X; vecteurs aléatoires de R? (features), et Y; € {0,1} (labels). On appelle
classifieur une fonction mesurable h : R — {0,1}. Soit H un ensemble fini de classifieurs.
On consideére le classification loss £ défini par

LM(X),Y) = Linx)2yy -

Pour h € H, on définit son risque R(h) et son risque empirique ﬁn(h), donnés par :

Le but du statisticien est de trouver le meilleur classifieur h € H au sens du risque R:

h* e in R(h) .
arg min R(h)

Probléme : R dépend de la loi des données qui est inconnue : on ne peut pas calculer R(h).
La seule chose & laquelle nous avons accés, ce sont les données. On définit I'estimateur ERM
hy, (empirical risk minimizer) par :

hn in R, (h).
Gargzrg?r{l (h)

Notons qu’on a par définition R(h*) < R(hy,). Le but de I'exercice est d’établir une inégalité
dans l'autre sens (avec des termes en plus) afin de montrer que h,, n’est pas trop mauvais
par rapport & h* au sens du risque R.



1. A Taide de l'inégalité de Hoeffding, montrer que pour tout h € H et tout € > 0,
P(‘ﬁn(h) - R(h)( > g) < 9=’

Solution. Les variables £(h(X;),Y;) est bornée entre O et 1 et indépendantes. L’inégalité
d’Hoeffding donne directement le résultat.

2. En utilisant une union bound, montrer que pour tout € > 0,

IP’<sup R (h) — R(h)‘ > 5> < 2[H| e 2,
heH

En déduire qu’avec probabilité au moins 1 — ¢,

_ Nz
n(h) — M| <4/ —1 — .
sup R, (1) ~ R(h)| < 2nog<5)

Solution. On applique "union bound :

IP’(EIh M- ‘En(h) - R(h)} > 5) <Y 2e72 = opyle e
heH

On inverse la borne pour écrire linégalité avec probabilité 1 — 6.

3. Montrer enfin qu’avec probabilité au moins 1 — 6,

- N 1 2|H|
< + 20— =),
R(h,) < R(h*) +2 5 log ( 5 )

Interpréter.  Solution. On note que par définition de hy,, En(ﬁn) < ﬁn(h*). On ajoute
et soustrait des termes de risque et on utilise par deux fois la borne uniforme de la
question 2. :

MmSﬁﬂwﬁng—EWKEMWﬁgmw—EWI
R(h*) + 2sup |R(h) — Rn(h)].
heH

<

En remplacant par la borne de 2., on obtient l'inégalité annoncée. L’erreur R(h*)
correspond & [’erreur d’approximation (limite imposée par H ), tandis que le terme sup-
plémentaire correspond a l’erreur d’estimation du risque.

Exercice 1.3 (Loi et espérance conditionnelle). Soit X ~ Exp(1), et Y une variable aléatoire
dont la densité conditionnelle par rapport & la mesure de comptage sur N est donnée par :

—

z¥e
y!

py|x(y|z) =

1. Trouver la densité jointe de (X,Y) et identifier la mesure dominante. Solution. La
densité jointe est donnée par

Ve 2
pxy (2, y) = px(z)py|x(y, x) = T

La mesure dominante est ici Lebgr, X un, ot un désigne la mesure de comptage sur N.



2. Quelle est la densité marginale de Y 7 En déduire E[Y]. Solution. On obtient la densité
marginale de Y comme suit :

:Bye_% Ny+1) 1
= dx = — 2)Ye " (du/2 = .
py(y) /1R+ px,y (z,y)dx /R+ i / (u/2) /2) = QuFTyl el
On a donc'Y ~ G( 1/2) 1 géométrique sur N de paramétre de probabilité de succés

1

=1/2. Ainsi E[Y] = p

3. Reconnaissez-vous la loi de Y conditionnellement a X ? Vérifier que la loi de 'espérance
totale donne la méme valeur pour E[Y]. Solution. On voit que Y|X ~ Poi(X), donc
ElY|X] = X et E[E]Y|X]] = E[X] =1, ce qui donne le méme résultat.

4. Trouver la densité conditionnelle de X sachant Y = y. Solution. On a

pxy(x,y) _ 2 ave
pX|Y(any) = = | .
py (y) Y
On reconnait (peut-étre) une loi Gamma : on peut noter X|Y ~T'(Y +1,1/2).

Exercice 1.4 (Fonction caractéristique des variables gaussiennes). Nous voulons montrer que
si X ~ N (u,0?), alors pour tout t € R,

, 2
Dx(t) := E[e™X] = exp <i,ut — 02152) .

0. Montrer le résultat lorsque X est dégénérée (o = 0). Nous supposons désormais o > 0.

1. Montrer que pour tout t € R, ®x () = e f,(t), ou

1 . 2
) e L[ giotrg,
0 m/R y
"

Solution. il suffit d’écrire la définition et de faire le changement de variables y = *=£.

2. Montrer que pour tout t € R, f,(t) € R, que f, est différentiable et trouver une équation
différentielle qu’elle satisfait. Solution. on prend le conjugué et on fait le changement
y — —y. On peut utiliser la convergence dominée : chaque intégrande est dérivable en t
et | — Jsin(aty)ye_92/2| est facilement dominé. Par intégration par parties (on intégre
ye V' 12),

folt) = — sin(oty)ye V" 2dy

9
o7 Je
—(H—/crtcos aty)(—e y/Q)d

=0 th( )

3. Conclure. Solution. nous avons la condition initiale f,(0) = 1. C’est terminé.
4. En déduire que si X ~ N (u,0?), et a,b € R, alors aX + b~ N (au + b, a’0?).

5. En déduire que, si X1 ~ N (u1,0?), Xo ~ N(u2,035) et X1 et Xy sont indépendantes,
alors
X1+ Xo ~ N (p1 + pa, 0% + 03).



Exercice 1.5 (Méthode Delta pour une loi multinomiale). Cet exercice suppose une connais-
sance préalables des propriétés des vecteurs gaussiens (que nous reverrons plus tard dans le
cours). Soit

(An, Bp, Cy) ~ Multinomial(n; p1,p2, 1 — p1 — p2)

avec p1,p2 € (0,1) et p1 + pa < 1. Pour tout n > 1, on définit
A B U,
Up =2, Vpi==2, Z,:= log<n> .
n Va

1. Montrer que
\/ﬁ((Unv Vn) - (php?)) n%o N(07 2)7

v <P1(1 -p)  —pip2 > '

—pip2 pa(l —p2)

ou

2. En appliquant la méthode Delta & la fonction

g(x,y) = log(x) — log(y),

11
NG (Zn —log(pl>> D (0, —+—).
b2 n—00 p1 P2

Interpréter la symétrie dans la variance limite en pq, po.

montrer que

Solution. Pour 1., on wutilise le théoréme central limite multidimensionnel pour les com-
posantes d’une loi multinomiale. En effet, la covariance entre A, et B, est —npip2, et les
variances sont npi(1 — p1) et npa(1 — p2), d’ou le résultat aprés normalisation par n. Pour
2., la fonction g est différentiable en (p1,p2) avec gradient

Vy(p1,p2) = <1 —1)~

p1 P2
Par la méthode Delta multidimensionnelle,

\/ﬁ(g(Una VTL) - g(p17p2)) n%o N<07 VQ(plaPQ)TEVQ(p1>p2)>

On calcule
- 1 1 ~1 1
Vg(p1,p2) XVg(p1,p2) = —5p1(1 —p1) + —5p2(l —p2) +2——(—p1p2) = — + —.
b1 by p1p2 b1 b2

Ainsi,

comme souhaité.

Exercice 1.6 (Plus rapide que 1/y/n 7). Supposons que Xi,..., X, sont i.i.d., centrées, de
variance finie o2 > 0 inconnue. On note classiquement X,, la moyenne empirique des X; et

1 & R ’
52 == X3—<§ Xi> :
n n
i=1 =1

1. Etudier la convergence presque sire de X, et de 62.



2. Montrer que

Dans toute la suite, on suppose que 02 = 1 et qu’il est connu.
3. Quelle est la limite en loi de y/n(cos(X,) — 1) ?

4. Trouver une suite (ay,)n>1 telle que a,(cos(X,) — 1) converge en loi vers une v.a. Z qui
n’est pas presque siirement constante. Caractériser la loi de Z. Solution. On revient
a la preuve du théoreme de la méthode Delta, mais on va jusqu’a lordre 2 ! On a
cos(z) — 1 = —22/2 + 22%¢(x), avec & continue sur R\ {0}, et e(z) — 0. On peut

€T

alo_rs prolonger € par continuité en 0. Puisque X, — 0 p.s., alors par continuité,
e(Xp) — €(0) =0 p.s., donc aussi en probabilité. Ainsi, pour tout n,

cos(X,)=1+0— (X2n>2(1 +e(Xn)),

avec 1+ (X)) % 1. On applique de nouveau le lemme de Slutsky pour conclure :
n—oo

(nX,)? JON

2 n—)oo

n(cos(Xn) — 1) = —(1 + e(X,)) x —7%/2,

avec Z ~ N(0,1). Remarquons pour les plus sagaces qu’en appliquant une nouvelle
fois la méthode Delta avec arccos, on pourrait obtenir nX,, — Z', ce qui contredirait le
résultat de 3. Mais, bien sir, on ne peut pas faire cela (voyez-vous pourquoi ?).

Exercice 1.7 (Une inégalité de type Bennett). On note h la fonction définie sur Ry par
h(z) = (1+z)log(1+ x) — z, et ¢ définie sur R par ¢(z) = exp(z) — 2z — 1. Soit X ~ Poi(h)
avec 6 > 0.

1. Pour tout A € R, calculer E[exp(A(X — 0))] en fonction de ¢. Solution. On obtient
directement

9k A(k— e)

Elexp(A(X — 6)) —GZ —6—-20+6> _ 06(\)

k>0
2. Montrer que pour tout xz > 0,
P(X — 0 > x) < exp(—0h(z/0)).

Solution. Par la méthode de Chernoff,

PX-6>x) < exp(—&iti%()\:r/e —d(N))

et ce sup est atteint en étudiant f(\) = Ay — o(\), f/(N) =y+1—e) >0 < A<
log(y +1). Il y a donc un mazimum global en A =log(y + 1) > 0 et ce mazimum vaut

ylog(y +1) — ¢(log(y + 1)) = ylog(y +1) — (y + 1) +log(y + 1) + 1 = h(y).

—2h(4)

3. Ondonnee ~ 0.003. Comment cette inégalité se compare-t-elle & Bienaymé—Tchebychev



pour P(X > 10) lorsque 8 = 2 7 Solution. Ici, § = 2 et x = 10 — 2 = 8. Bennett donne
P(X > 10) < e~ 2" ~ 0.003

tandis que Bienaymé—Tchebychev donne

¢ 1
X>10)<P(X-0|>8)< — = —
P(X > 10) < P(] 0] > 8) < 52 = 3%’

ce qui est (nettement) moins bon.

Exercice 1.8 (Canaux gaussiens). Supposons que Y ~ N (t,72) et que, conditionnellement &
Y =y, Xi1,..., X, soient i.i.d. de loi N(y,o?). Montrer que
t/m? +nX,/o? 1

1/12+n/o? "1/72 4+ n/o?

Y|(X1,...,Xn)~N<

Pour une variable gaussienne, on appelle précision I'inverse de sa variance. Quelle propriété
de la précision a-t-on mise en évidence ici 7 Solution. La densité de X = (Xi,...,X,)
conditionnellement a 'Y =y est donnée par

7ol (i —y)?
i —
Pxiy\T1,.--3Tn,Y) = exXp | —

1 1 < )
= WGXP (‘M Z(% —y) ) )
i=1

d’ot la densité jointe

Vonr? (2mo =1

1 1 s 1 )
pX,Y(‘Th'")xnay) )n/2 exp <_27_2(y_t) _WZ(xl_y)>

1 _

Xy exp( 5 1/7‘ +n/o?)y? (2/7‘2+2an/02)3/]>

1/7% +nX, /0> 2

X, ex -
y OXP 21/72+n/02) Y 1/72 +n/o? ’
d’ot
pyix (¥, 21, ):pxy(:ch--.,xn,y) o<y px,y (T1, .-+ Tn, Y)
| y ) s dn px(fb‘h-.-,xn) Y s ; ylny YY)

ce qui donne le résultat voulu. Nous venons de montrer que la précision de la loi conditionnelle
est la somme des précisions sur X; et Y (et la moyenne est une moyenne pondérée par les
précisions).

Exercice 1.9 (Loi béta). Supposons que X et Y sont des v.a. réelles positives et indépendantes.

1. Montrer que pour tout 0 < x < 1,

P(XfY Sx) - [FX <1x—Yx>] |

Solution. C’est simplement la lot de l’espérance totale, et comme X et'Y sont indépen-




dantes,

X -
(i <ot =2) =Bl Y <o) =5 [tsse] = £ (125).

2. Supposons que E[Y] < oo et que X admette une densité px par rapport & u. Montrer
que V = X/(X +Y) admet aussi une densité py par rapport a u, donnée par

pv(z) =E [(1 E/ac)QpX (13:_)/“')] |

Solution. C’est parce qu’on peut dériver sous le signe intégral a la question 1. C’est une
conséquence du théoréme de convergence dominée (version différentiable), puisque pour

tout 0 < x <b<1,
Y Y\ Y
1—22PX\1-2)| =1

Pour «, 8 > 0, la loi Gamma I'(«, 3) est la loi de densité

ce qui est intégrable.

1
o, .a—1_—fx
v o) Frz"e

par rapport & Lebg , et la loi béta Beta(c, ) est la loi de densité

F(Ol + /8) xafl

? Tare® 97

par rapport a Lebjg ).

3. Montrer quesi X ~ T'(a,1) et Y ~ I'(/, 1) sont indépendantes, alors XL-FY ~ Beta(a, o).

Solution. Par le changement de variables u = % dans la densité précédente, on obtient

1 Yy zy \*" y
— x, d
pv (@) ra>r<a'>/ﬂ§+<1—x>2<1—x> cve
1

x* (l—w)all/ IV
= uT e du
INCHINCOR

_ an,1 _ a’'—1
I'a)T() (1 ) ’

qui est bien la densité voulue.

Exercice 1.10 (Absence de géométrie dans les graphes d’Erdgs-Rényi). Pour n > 1 on note
[n] ={1,2,...,n}. Soit G ~ G(n,p) un graphe aléatoire Erdds-Rényi d’ensemble de sommets
[n], ou chaque aréte e = {u,v} € ([g]) est présente dans G indépendamment avec probabilité
p € [0,1]. On note e(G) le nombre d’arétes de G.

1. Existe-t-il une valeur de p telle que G ~ G(n, p) soit uniforme sur ’ensemble des graphes
d’ensemble de sommets [n] ? Solution. Pour tout graphe g de sommet [n],

P(G = g) = p9(1 - p)(z) @

10



Sip=1/2, P(G = g) est constante égale a 1/2(3), c’est-a-dire uniforme sur l’ensemble
des graphes sur [n|, qui a taille 1/2(3).

. Pour G ~ G(n,p), quelle est la loi de e(G) ? Solution. Chaque aréte suit une loi Ber(p),
les arétes sont indépendantes, donc e(G) ~ Bin((5),p).

. Pour G ~ G(n,p), quelle est la loi conditionnelle de G sachant e(G) ? Solution. Elle
est donnée par

P(G =g,e(G) =
P(e(G) = m)
~_rra —p)(a)—m
9= ) (1 — ) B
1
e(g):m@u

m)

PG =gle(G) =m) =

:]18(
=1

ce qui est la loi uniforme sur lensemble des graphes de sommet [n] et comportant
m = e(QG) arétes.

. Expliquer le titre de 'exercice. Solution. Une fois le nombre d’arétes fixé, le graphe est
uniforme : aucune contrainte géométrique particuliére n’est imposée. Cela vient du fait

que les arétes sont 1.1.d.

11



2. Modélisation statistique, suffisance et complétude

Exercice 2.1. On considére le modeéle ou (Xi,...,X,) sont i.i.d. avec X7 ~ Unif([6,0 + 1]),
avec § > 0 inconnu.

1. Ecrire le modéle sous la forme canonique du cours. Montrer qu'il est identifiable.

2. Montrer que S(X) = (min; X;, max; X;) est suffisante. Solution. On utilise la factorisa-
tion de Neyman—F'isher, la densité jointe s’écrit [ [, Lig,641)(%i) = Line; >0 lmaxz;<6+1-

3. Montrer que A(X) = max; X; — min; X; est auxiliaire. On pourra chercher la loi de
X1—0 sous Py.Solution. Posons Y1 = X1 —0. Notons que Y1 € [0, 1], Pg—p.s. Pour tout
t €[0,1], Pe(Y1 <t) =Py(X1 <t+0) =t, donc X1 ~ Unif(]0,1]) (remarque : ce n'est
pas une statistique, car l'opération appliquée a X1 pour obtenir Yy dépend de ). En
notant Y = (Y1,...,Y,) = (X1 —6,..., X, —0), on a que sous Py, Y ~ Unif([0, 1])®".
Or

A(X) = max(X; — ) —min(X; — ) = maxY; — minY;,
(2 (2 (2 (2

variables aléatoire dont la loi ne dépend pas de 0 : A(X) est donc auzxiliaire.

4. En déduire que S(X) = (min; X;, max; X;) n’est pas compléte. Solution. Supposons
que S(X) est compléte. D’apreés la question précédente, Eo[f(S(X)] =0, ot f(s1,s2) =
sg — 81 — a avec o = Eglmax; Y; — min; Y;] (qui ne dépend pas de ). Donc, comme
S(X) est complete, M-p.s., f(S(X)) =0 i.e. max; X; —min; X; = a. Montrons que
cela est absurde. Si o = 0, alors max; X; = min; X;, tous les X; sont égauz p.s., ce qui
est absurde car les X; sont a densité. Si o > 0,

IP’g(mani —max X; < a/2) > ]P)g(a < X; < 9+a/2,... ,0< X, < 9—i—a/2)
= (a/2)" >0,
et donc min; X; —max; X; n’est pas constant a « p.s. et f n’est pas nulle, contradiction.

Exercice 2.2. On considére un modéle dans lequel l'observation X est de la forme X =
a(Y —Z) avec Y ~ Exp(A) et Z ~ Exp(p) indépendantes, A, ¢ > 0 inconnus.
On suppose d’abord a connu et a = 1.

1. Quels sont ici les paramétres du modéle ? Solution. On a ici 6 = (A, ) et © = (R%)%.

2. En posant b = 1/X et ¢ = 1/u, trouver deux équations satisfaites par b et ¢. En
raisonnant sur ces équations, montrer que le modéle est identifiable. Solution. Les
équations sont b —c = E[X] =: A et b> 4+ ¢® = Var(X) =: B. Il s’agit de trouver un
point (b,c) sur le cercle centré d’équation b> + c* = B a lintersection avec la droite
c=b—A. On voit facilement que si ces lieur géométriques s’intersectent, ils le font
au plus une fois dans le quadrant positif ; comme b = 1/X\ et ¢ = 1/ doivent étre des
solutions, il y a une solution unique. Le modéle est identifiable.

Supposons & présent que a est inconnu dans R.

3. En raisonnant sur la transformation (Y, Z) — (Z,Y), montrer que le modéle n’est pas
identifiable. Solution. Quand a € R, les lois Py ) €t P(_q un) sSont les mémes, donc
le modéle n’est pas identifiable.

Supposons finalement que a est inconnu dans R . L’argument précédent ne tient plus.

4. Montrer que si Y ~ Exp(\) et @« > 0, Y ~ Exp(A/«). Solution. via la fonction de
répartition.
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5. En déduire que le modéle n’est pas identifiable. Solution. La question 4. montre qu’i
y a encore une symétrie (o, A\, pu) — (1, \/a, pu/a) lorsque o > 0. Le modele n’est pas
identifiable.

Exercice 2.3. On considére le modéle ot (X1, ..., X;) sont i.i.d. avec densité x — C(0) 1 g ()
pour un certain parameétre ¢ > 0.

1. Trouver la valeur de C'(6) pour tout § > 0. Solution. Une intégration simple montre
_ 2
que C(0) = 5.

2. Trouver la densité de X;/6. Solution. Avec la fonction de répartition. Pour tout x €
[0, 1],

2

60 2
X 2(z6
Pp(X1/0 < z) = Pp(X1 < 20) = / udu = (20) 2
0

2002~ "

02
Donc, en dérivant, X1/6 a pour densité x +— 21 ().

3. On trie les X; par ordre croissant : X1y < ... < X(;,) sont appelées les statistiques
d’ordre de I'échantillon. Montrer que X,y et X(q) /X (n) sont indépendantes. On utilis-
era le théoreme de Basu, apres avoir montré que X(1)/ X, est auziliaire a l'aide de la
question précédente. Solution. Montrons que X(l)/X(n) est auxiliaire. Comme diviser
par 6 > 0 ne change pas 'ordre des variables, on peut poser Y; = X; /0. Dans ce modéle,
les Y; sont i.i.d et la loi de Y ne dépend plus de 0. De plus, Y(1)/Y(ny = X(1)/X(n) en
loi. La loi du membre de gauche ne dépend pas de 0, donc X(1)/ Xy, est auziliaire. Il
reste a montrer que X,y = max; X; est suffisante et complete. On peut le démontrer
directement en écrivant d’abord la densité jointe de X sous Py, qui s’écrit

P a 1
e?n H xiﬂ[o,e} (xz> =" ( H wz) ]lmini zizoe?n]lmaxi ;<6
i=1 =1

Puis, via la fonction de répartition, comme dans ’exemple du cours, on obtient que X )

L 2n—1 .. N . .
a pour densité u — 27“9‘2“ Lio,9)(u), et l'argument est similaire a celui du cours : si f est

telle que foe fw)u?"=t du = 0 pour tout 8, alors la fonction h : s+ f(s)s?" 1 a intégrale
nulle sur tout intervalle de Ry, donc sur tout borélien par le lemme de la classe mono-
tone, en particulier sur le borélien B = {s: f(s) > 0}. Comme [15(s)f(s)s*" tds =0
mmplique que f = 0 presque siirement au sens de Lebesgue.

Exercice 2.4 (Identifier une direction causale, x). On considére un modeéle avec deux variables
aléatoires X1, Xo. On dit que X7 cause X3 si la loi du modéle est de la forme suivante :

X1=U1 X;= f(X1,U2),

ou Uy et Us sont des bruits indépendants et f est une fonction mesurable.
Une question fondamentale est la suivante : en général, peut-on inférer quoi que ce soit
sur la direction du lien causal entre X1 et Xo en observant quelques réalisations ?
L’objectif de cet exercice est de répondre & la négative via un contre-exemple a ce fait.
On considére le modéle
X1=U1 Xo=X;+0U,

ou U; et Uy sont des variables i.i.d. de loi Exp(1). Montrer qu’il existe un modéle causal
inversé de la forme
Xo=U) X;=h(X3,Uj),

ou Uj et Uj sont indépendants, et qui préserve la loi jointe de (X1, X2). Solution. On peut
savoir que Xo ~ T'(2,1), donc la loi de U} est fizée. Sil’on ne le sait pas, on peut la retrouver
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a partir de la densité jointe que l'on calcule. Pour toute fonction continue bornée f,
E[f (X1, X2)] = E[f(U1, U1 + U2)]

—+o00 —+o00
= / / flur,ur +ug)e™ 172 duy dug
0 0

+oo +o0o
= / / f(x1,22)e” 21 py>y, day dxs.
0 T1

On en déduit que la densité jointe est p(x1,x2) = € "1 4,>4,>0 €t que la seconde marginale
est p(z2) = xoe " 1,,>0. A présent, la densité conditionnelle de X sachant Xy est donnée
par
plr1,ma) e lg,>p>0 1
p(zy | T2) = = == = —1 .
( ‘ ) p(l‘g) 1‘26_332]133220 T z1€[0,x2]

1l s’agit d’une loi uniforme sur [0, x2] ; on peut donc définir Xo = Uy ~T'(2,1) et X1 = XoU7,
ot U{ ~ Unif([0,1]) est indépendante de X.

Exercice 2.5. On observe une réalisation de G ~ G(n,p), c’est-a-dire un graphe aléatoire a
n sommets (n est connu) dont chaque aréte est présente indépendamment avec probabilité
p € [0,1] inconnu. Trouver une statistique suffisante et compléte. Interpréter.

Exercice 2.6. On considére le modéle (R, B(R), (Unif([0, 0]))p>0). Trouver une mesure dom-
inante minimale pour ce modéle. Solution. Nous allons montrer que A = Lebg, , la mesure
de Lebesgue sur Ry, est une mesure dominante minimale. Tout d’abord, il est clair que A
domine le modéle. Ensuite, soit une mesure i telle que M << p mais X &L p. Il existe donc
un borélien A C Ry tel que u(A) =0 et A(A) > 0. Comme A\(A) > 0, il existe t > 0 tel que
AMANI0,t]) > 0, et donc P,(A) > 0, ou P, désigne la loi uniforme sur [0,t]. Mais dans le

méme temps, P,(A) = [, Cil—]:f dp =0 puisque p(A) = 0.

Exercice 2.7 (x). Reprendre 'exemple du modéle uniforme i.i.d. du cours. Montrer que
S(X) = max;(X;) est suffisante sans utiliser le théoréme de Neyman-Fisher, en donnant la
distribution de X sachant S(X). Interpréter la forme de cette distribution.
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3. Estimation paramétrique

Dans ces exercices, 'abbréviation UVMB désigne "uniformément de variance minimale
et sans biais”.

Exercice 3.1 (Deux estimateurs dans le modéle i.i.d. uniforme). On considére le modéle ou
X1,..., X, sont i.i.d. de loi Unif([0, ]), avec # > 0 inconnu.

1. Trouver un estimateur 6; de  en utilisant la méthode des moments appliquée au premier
moment. Solution. Puisque Eo[X1] = /2, la méthode des moments donne [’estimateur
0, = 2X,.

2. Déterminer la vraisemblance dans ce modéle et montrer qu’il existe un estimateur du
maximum de vraisemblance unique 6. Trouver son expression. Solution. La vraisem-
blance s’écrit

n .

1 1 Pe—p.s. |0 st 0 < maxux,

Lo,x) =1 g Lo (#0) = el iocmina L imaxai<o) = {91 5060 > max:cz
,L':1 n —_ )

ce qui posséde un maximum global unique pour 0 = max; x;. Ainsi, ['estimateur du
mazximum de vraisemblance est unique et s’écrit

0y = max X;.
(2

3. Calculer le biais, la variance et le risque quadratique de 61. Solution. Pour 61, on a
Eg[601] = 6 pour tout 8 > 0, donc il est non biaisé. Sa variance est

Varg(6;) 1y (X1) s
I = — T, =
arg\ti n arg 1 37’L7
d’ou 52 5
é = _— = —,
R@( 1) 0+ 3n 3n

4. Calculer la densité de f5. En déduire son biais, sa variance et son risque quadratique.
Solution. Pour 0s, la densité s’obtient via la fonction de répartition :

nl,n—l

go(x) = —gn Lo (z).

Ensuite,

2 n 02 2 02
n+1> + (n+1)2(n+2)  (m+1)(n+2)
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5. Quel est le meilleur estimateur pour n assez grand 7 Y a-t-il une grande différence
? Solution. On remarque facilement que Rg(62) < Rg(61) des que n > 2, donc 0y est
meilleur que 01. En fait, il est encore bien meilleur puisque lorsque n — oo, Rg(éz) ~
% tandis que Rg(él) ~ & beaucoup plus grand.
n 3n’
Exercice 3.2 (Information de Fisher dans un modéle linéaire a deux paramétres). On considére
le modéle statistique ou X7q,..., X, sont des variables réelles indépendantes, avec pour tout
1 <i<n, X;~N(a+ pBt;,1), ot les (t;)1<i<n sont des réels connus et a, 5 € R sont des
paramétres inconnus. On admettra que ce modéle est régulier.

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les (¢;)1<i<n pour que ce modéle
soit identifiable. Solution. On peut commencer par regarder ce que donnent les moments
d’ordre 1. L’application

E(a,ﬁ) [Xl] o+ Btl 1 N
(o, B) = : = : =1: : (5)
E(a,ﬁ) [Xn] o+ Btn 1 t,

est injective si et seulement si la matrice X a un noyau réduit a {02}, ce qui arrive si
et seulement si elle est de rang 2, ssi les t; ne sont pas constants. Réciproquement, si
les t; sont constants, lidentifiabilité est alors mise en défaut : toutes les variables sont
i.i.d. N(a+ Bt 1) et on a une symétrie (a, 8) — (0, + St).

2. Montrer que la matrice d’'information de Fisher I(a, ) s’écrit

ot
Ioz,ﬂ—< . Zl:lz).
( ) it i tzz
Solution. On écrit la log-vraisemblance qui est bien définie et vaut £(c, 3, x) = —5 log(2m)—
%2?21(3%’ —a —t;8)%, différentiable sur R? et de gradient donné par Vo, gl(a, B,x) =

( Yoy (i —a—t;0)

La matrice de covariance de V,, gl(c, B, X) existe et vaut
S ti(zi — a—t;8) ) apl(a, B, X)

n St
I(a,B) = ( =1 Z) )
@ =\on S
On pouvait calculer la matrice d’information de Fisher pour un seul X1 et utiliser
Uadditivité de 1.

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les (¢;)1<i<n pour que I(«, 3) soit
inversible. Que remarque-t-on 7 Solution. A noter que l'information de Fisher est ici
constante. Cela est du au fait que pour passer toutes les lois considérées sont reliées par
translation : X; = a+ Bt; + Z; avec laléa seulement dans Z;, ne dépendant pas de o ni
de B. La matrice I(«, B) est (symétrique) et inversible si et seulement si det I(a, ) # 0

i.e. . . )
ny t# (Z ti> .
=1 =1

Mais par Cauchy-Schwarz, n'y 7" 2 > (31 t;)* avec égalité si et seulement si (ty, ..., ty)

1=1"
et (1,...,1) sont colinéaires c’est-a-dire si les t; sont constants. I(c, ) est inversible
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sous les mémes conditions que la question 1. On pourra creuser ce lien entre identifia-
bilité et information de Fisher dans I’ exo:fisher;denti fiabilite.

Exercice 3.3 (Un modéle autorégressif). Nous considérons un modéle avec (X1, ..., X,,) tels
que X1 = 0+ Zy, et récursivement, X1 = p(X; —0) + 0 + Z;;1 avec les Z; i. 1 d. de loi
N (0,0 ) Nous supposons que p € [O 1] est un parameétre connu, et que 6 € R et 0% > 0 sont
inconnus. On admettra la régularité de ce modéle.

1. Calculer la matrice d’information de Fisher (6, o2) en fonction de 8, 02, p et n. Solution.
Le modéle est markovien, et log-vraisemblance s’écrit :

aa&nz—gmg@mﬂy—uﬁe ! z: 1= 0—p(X; —0))2.

202 202

Son gradient vaut

Gount(t,ot) = | 7[5O+ (A DT Ko =0 = p(X; =)

o [+ B0 1 L 5 (X - 0 - p(X; - 6))°]

Pour calculer la matrice de covariance associée, il peut étre bon de le reformuler en
fonction des Z; :

La+a-nrr. 2]
ﬁ [—n + % > i Zﬂ

En utilisant que les Z; sont i.i.d., que moments impairs d’une gaussienne centrée sont
nuls, et Var(Z?) = 0*(3 — 12) = 20*, on a :

L (= 1)(1—p)?
1(9,02):( (62 2) .

204

Voo2l(0,0%) =

Notons qu’elle ne dépend pas de 0 : ’estimation de 0 est de la méme difficulté partout.

2. Donner une borne inférieure pour la variance d’un estimateur sans biais et lisse de 6.
Commenter et interpréter les valeurs de cette borne lorsque p = 0, et lorsque p = 1.
Solution. La borne de Cramér-Rao pour un estimateur sans biais 0 de 6 est Uinverse
de linformation de Fisher en 0, donc :

A 0-2
Var(6) > [1(9702)_1]1,1 11 (n—1)(1 - p)?

On retrouve d’ailleurs la borne classique de Cramer-Rao lorsque p = 0: les variables
sont alors i.i.d. N'(0,0%). Lorsque p =1, en reprenant I’énoncé on Xj1 =X+ 21,
le bruit ne fait que s’ajouter, et on ne peut pas estimer o mieur qu’avec X1, donc
avec erreur o, qui ne décroit pas en n. De fagon générale, cette borne croit avec p,
on estime plus difficilement 0 quand p augmente. En fait tout se passe comme si on
travaillait dans le cadre i.i.d. avec une taille effective d’échantillon

Neg = 14 (n— 1)(1 —p)? <n.
Cette taille effective est inférieure 4 n car le cas dépendant n’amortit pas autant le bruit

que le cas i.i.d., plus favorable.
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Exercice 3.4 (Une Rao-Blackwellisation). On considére le modéle ou Xj, ..., X, sont i.i.d.
de loi! Poi()\). On souhaite estimer ¢(\) = e™.

1.

Montrer que T(X) = 1x,—o est un estimateur sans biais de ¢()). Calculer sa variance.
Est-ce un bon estimateur ?

. Prouver que S(X) = >"" | X; est une statistique compléte et suffisante pour le modele.

k
Solution. Suffisant par Neyman-Fisher, complet en écrivant e " Zkzo f(k) ()‘:!) =0

pour tout X et en identifiant la série entiére (ou, en dérivant).

. Calculer 'estimateur Rao-Blackwellisé T de T par S. Solution. On trouve T* = (1 —

1/n)5.

. Montrer que T est UVMB et qu’il est asymptotiquement efficace. Solution. on sait

qu’il est UVMB par Lehman-Scheffé, mais est-il de variance comparable a la borne de
Cramer-Rao ¢ Calculons la. L’information de Fisher vaut nx Iy(\) = n/X\ (simple cal-

cul via la vraisemblance). La borne de CR vaut donc “’;8\32 = ’\6;%

la transformée de Laplace d'une Loi de Poisson : si X ~ Poi(\), E[e!X] = eMet 1),
Cela donne E\[T*] = e, on le savait, mais surtout Ey[(T*)?] = e*nx(* sl =1/m -1
e~ A Cela donme

. On utilise ensuite

)\6—2>\

Vary (T*) = e= 22 (M — 1) ~ -

. Montrer que T* est fortement consistant. Solution. T* = (1 — 1/n)°" = exp(nlog(1 —

1/n) x (Sn/n)) et on applique la loi des grands nombres.

(%, car un peu technique) Montrer que T™ est asymptotiquement normal en précisant
les paramétres asymptotiques. Solution. Le TCL appliqué a Sy, /n, avec S = S, donne

ﬁ(%—A) — N(0, ).

On aimerait écrire T* = g(Sy,/n), mais ici g dépendrait de n:
T* = (1 —1/n)" = exp(nlog(l —1/n) x (Sn/n)).

On sait appliquer la méthode Delta a V;, = exp(—Syp/n), ici g(x) = exp(—x) et elle
donne ;
ViV — e D A0, 1) = (0, A ).

n—0o0

d
Il ne resterait qu’a montrer que /n(T* —V,,) Q) 0 et appliquer le lemme de Slutsky.

n—oo

Exercice 3.5 (Information de Fisher et identifiabilité locale). On dit qu'un modéle M =
(X, F,(Pg)oco) est localement identifiable en 6 € © si il existe un voisinage U de 6 dans ©
tel que

VQIGU,(PQIZPQ) = 0=20.

On suppose que le modéle est paramétrique régulier avec © C RP. On fait une hypothése
supplémentaire, un peu plus forte que la régularité du cours :

(H1) la log-vraisemblance ¢ est deux fois différentiable en 6 sur O, et ses dérivées secondes

sont localement dominées uniformément en 6.

'rappel : c’est la loi telle que pour tout k € N, P(X = k) = ¢

—AAR
k! "
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(H2) la Hessienne 0 ~— V2{(0,x) est localement Lispchitz, uniformément en z au sens ou
pour tout 6 € O, il existe V voisinage de 6, Cy > 0 tels que pour tous ' € V, v € RP,

sup [v" (V20(0',2) — V2L(0,2))v| < Col|0" — 0]|[|v]?.

Le but de cet exercice est de démontrer que sous (H1), si 'information de Fisher I(0) est
inversible en 6, alors le modéle est localement identifiable en 6.

1. Montrer que sous (H1), pour tout 6 € ©,
1(0) = —E4[V2£(0, X)].

Pour 0,0’ € ©, on définit la divergence de Kullback-Leibler entre Py et Py par:
KL(Py||Py) := Eq [£(0, X) — £(¢', X)] .

Pour 0 € O et v € RP assez petit, un développement de Taylor de (6 + v, x) autour de £(6, x)
donne

1
004 v, x) =000, 2) +vTVl(0, ) + §UTV36(0, z)v + R(v,0,x),
avec

1 /1
R(v.0,2) = / (1= )0 (V2L + tv, z) — V20(0, 7))o dt.
0
2. Soit § € ©. Montrer qu’avec ce qui précéde, pour v tel que ||v|| est assez petit,
KL(Pg|[Po-v) = v I()v + o([[0]1*),

ot o(||v]|?) est une fonction de la forme ||v]|%c(v) tel que e(v) — 0 quand v — 0.
On justifiera également que le membre de gauche est bien défini pour v assez petit.
Solution. Le membre de gauche est bien défini pour v assez petit car © est un ouvert de
RP. On a

KL(Py|Pp..) = / (000, 2) — €0 + v, 7)) L(0, 2) ().

En substituant le développement limité de ¢(0 + v, x) :
1
KL(Py|| Ppyv) = —/ <UTV9€(6,:U) + §vTV§€(0,:€)U + R(v, 0,37)) L(0,x) dx.

Le premier terme est nul car le score est centré. Le second terme vaut, d’apres la
question 1,

- / %vTvgﬁ(G,x)vL(G,x) do = —%UTEQ[VEK(H,.%)]’U _ %va(e)v.

Pour le troisieme terme, on conclut via (H2) et le TCD.

3. Conclure. Solution. Nullité de la KL ssi égalité dans Jensen xlogx > 0 avec égalité ssi
xz =1

4. (%) On se place dans le modele ou 'on observe X qui a pour loi N'(a, 1) avec probabilité
1/2, et N(b,1) avec probabilité 1/2. On se place dans I'espace des paramétres © =
R?\{(a,a),a € R}. On admet que ce modéle est régulier. Montrer que I(6) est inversible
en tout point de ©, mais que le modéle n’est pas identifiable globalement (c’est-a-dire
au sens du cours). Solution. globalement : symétrie (a,b) — (b,a) mais localement,
identifiable dans des intervalles de rayon < |a — b|/2 autour de a et de b.
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Exercice 3.6 (Lois de puissance). La loi de puissance de paramétre o > 1, notée Pow(«)
ci-aprés, a pour densité de Lebesgue f, : 2 +— Cox™ %1 o) (7), ot C, est une constante. On
observe Xi,..., X, iid. ~Pow(a) ott & > 1 est inconnu.

1. Calculer Cy pour tout o > 1. Solution. L’intégration montre que Co, = v — 1.

2. Pour X ~ Pow(a), X a-t-il une espérance finie ? Une variance finie 7 Si oui, les

donner. Solution. Espérance finie seulement si o« > 2, dans ce cas Eq[X] = g:%, le

second moment est fini si et seulement si a > 3 et E,[X?] = g—:é, et la variance est
— (a=D[(a=2)—(a=1)(a=3)] _ a—1
Varg (X) = (a—3)(a—2)2 = @=3)(a—2)2"

3. Si a > 2, en utilisant le premier moment, fournir un estimateur &, de a. Montrer que
a1 est fortement consistant. Solution. a1 = X1—1 + 2. On applique la loi forte des
grands nombres pour prouver la forte consistance.

4. Montrer que I'estimateur du maximum de vraisemblance ds est donné par :

—1
~ IES
Qy =1+ <nZIOgXi> .
=1
Montrer que as est également consistant. Indice : on peut étudier la distribution de

log X1 quand X1 ~ Pow(c).

Solution. La log-vraisemblance s’écrit

la,z) =nlogla—1) — aZlog:ri,

qui est concave en «. Résoudre les conditions du premier ordre donne le résultat désiré.
On peut calculer lespérance de log X1 pour montrer la forte consistance par la loi forte
des grands nombres. Mais suivant [’indice, on peut trouver la distribution de log X
avec une fonction test :

+oo
Balipllos X)) = (a=1) [ plloga)a~da

+o0o
= (a— 1)/0 o(u)e “e'du

u=log x
+o0

— [ elua - veerau,
0

ce qui montre que log X1 ~ Exp(a —1).

5. Montrer que as est asymptotiquement normal, et donner les caractéristiques de la loi
limite. Faire de méme pour @y sous une hypothése appropriée sur a.

6. Sur la base des résultats précédents, quel estimateur préféreriez-vous pour n grand ?

7. Déterminer I'information de Fisher I(a). Comparer avec les résultats précédents. Que
pouvez-vous en conclure ? Solution. {(c, ) = nlog(aw — 1) — > 'logz; et l(a,x) =

o — > logxy, et I(a) = Varg (f(a, X)) = ﬁ, sachant que log X7 ~ Exp(a —1).
On voit que estimateur MV atteint la borne de Cramér-Rao asymptotiquement.

Exercice 3.7 (Non-existence d'un UVMB). L’objet de cet exercice est I'étude d’un exemple

oll des estimateurs sans biais existent, mais ou il n’existe pas d’estimateur sans biais de
variance uniformément minimale (UVMB). Soit X prenant ses valeurs dans {—1,0,1,2,...}
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avec la distribution suivante de paramétre p € (0,1) : Pp(X = —1) =p, Po(X =k) =
(1—-p)*p*, k=0,1,2,... On cherche a estimer p.

1. Montrer que Tyx__;y est un estimateur sans biais de p. Solution. Oui, T;x—__qy est
sans biais puisque Ey[lx—_13] = Pp(X = —1) = p.

2. Montrer que la classe de tous les estimateurs sans biais de p est un espace affine de
dimension 1 que vous décrirez. Solution. On commence par caractériser [’ensemble des
estimateurs sans biais de zéro, Uy, et on montre que U(k) = —kU(—1) pour tout k > 0.
Maintenant, comme tout estimateur sans biais peut s’écrire comme Lix——1) + U avec
U € Uy, en posant U(—1) = a, on obtient la forme:

To(X) = (1+a)lix—_1} — aXl x>0},

ou
To(X) =1ix—_1) —aX.
La synthese découle de ce que Ep[X] est toujours nul.

3. Pour p € (0,1), trouver T estimateur non biaisé¢ de p qui minimise Var,(T'). On donne,
pour |p| < 1,

— p)3

Solution. On minimise : Vary(T,) = Ep(T2) = (1 + a)?p + (1 — p)2a® >0 k*pF =
(14a)?p + a2p(1pf+p1) . En dérivant par rapport a a et en annulant la dérivée, on obtient
1—

—ﬁ = — 2. Ainsi, U'optimal a dépend de p.
-p

“+o0o
S k2 = p(L+p)
r (1

Ja=

4. Conclure qu’il n’existe pas d’'UVMB pour p.

Exercice 3.8 (Fonctions estimables sans biais). On travaille dans un modéle paramétrique et
I'on note U Pensemble des fonctions de 6 a valeurs dans R qui sont estimables sans biais,
c’est-a-dire

U:= {cp ;0 - RY, 3T : X — R mesurable, intégrable, t.q., V6 € 0,Ey[T(X)] = @(9)} .

1. Montrer que U est un sous-espace vectoriel du R—espace vectoriel des fonctions de ©
dans RY.

2. Montrer que si X" est fini, alors dim ¢ < |X|.

Dans toute la fin de I'exercice, on se place dans le modéle a une seule observation X ~
Unif([0, 0]), avec # > 0 inconnu. On consideére le cas ¢ = 1.

3. (x) Montrer que
U= {cp : R — R, ¢ absolument continue} .

on pourra utiliser le théoréme fondamental du calcul intégral (de Lebesque): pour f :
la,b] — R Lebesgue-intégrable sur [a,b] et F : x — [* f(t)dt, F est absolument
continue donc dérivable presque partout sur [a,b] et, pour presque tout x € [a,b],
F'(z) = f(x).  Solution. Si ¢ € U alors pour tout § > 0, ¢(f) = %foa T(x)dx.
Par le théoréme de Lebesgue, o est absolument continue. Réciproquement, si ¢ est ab-
solument continue, alors © — xp(x) l'est aussi, et est dérivable presque partout. En
posant T'(x) = [zp(z)] = o(x) + z¢'(x) quand cela existe, et 0 ailleurs, T estime p(6)
sans biais. Notons qu’une fonction discontinue avec un saut, comme lg=1 n’est pas
dans U, car pas absolument continue. St elle I’était, elle serait égale a l'intégrale de sa
dérivée, c’est a dire 0, absurde.

21



