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Une feuille A4 recto manuscrite est autorisée en tant que support. La calculatrice est
autorisée.

Avant de commencer :

• Le sujet comporte une question de cours, un exercice et un problème. Il est
demandé de les traiter dans l’ordre sur la copie.

• Des résultats pourront être admis d’une question à l’autre, à la condition de
l’écrire clairement.

• Une attention particulière sera portée aux questions d’interprétation, à la
rigueur et à la précision de la rédaction.

• Un barème indicatif est donné :
Question de cours : 2 points,
Exercice : 5 points,
Problème : 13 points (et plus).

Bon courage et amusez-vous !



Une question de cours

On se place dans un modèle paramétrique où Θ ⊂ Rp. Soit T (X) un estimateur de
θ tel que Varθ(T (X)) est finie pour tout θ ∈ Θ. Démontrer proprement la décomposi-
tion biais-variance du risque quadratique de T (X). Il sera possible (mais non obligatoire)
d’accompagner la démonstration d’un dessin.

Exercice – Une Rao-Blackwellisation

On considère le modèle où X1, . . . , Xn sont i.i.d. de loi1 Poi(λ), avec λ > 0 inconnu. On
souhaite estimer φ(λ) = e−λ.

1. Montrer que T (X) = 1X1=0 est un estimateur sans biais de φ(λ). Calculer sa variance.
Est-ce un bon estimateur ? Solution. On a, pour tout λ > 0, Eλ[T (X)] = Pλ(X1 =
0) = φ(λ), T (X) est donc sans biais. On a Varλ(T (X)) = Eλ[T (X)2] − Eλ[T (X)]2 =
φ(λ)(1 − φ(λ)) = e−λ(1 − e−λ) > 0, qui est d’ordre 1 et ne tend pas vers 0 avec n
(logique, on a pris qu’une des n observations pour construire T ). Ce n’est donc pas un
bon estimateur.

2. Prouver que S(X) =
∑n

i=1Xi est une statistique complète et suffisante pour le mod-
èle. On pourra utiliser sans démonstration que si Y1 ∼ Poi(λ1) et Y2 ∼ Poi(λ2) sont
indépendants, alors Y1 + Y2 ∼ Poi(λ1 + λ2). Solution. La densité de X (par rapport à
µ⊗n où µ est la mesure de comptage sur N) s’écrit, pour tout k ∈ Nn,

pX(k) = e−λn
n∏

i=1

λki

(ki)!
=

n∏
i=1

1

(ki)!︸ ︷︷ ︸
=:h(k)

e−λn+S(k) log λ︸ ︷︷ ︸
=:gλ(S(k))

.

S(X) est donc suffisante par le théorème de Neyman-Fisher. Montrons qu’elle est
complète. Soit f : N → R telle que pour tout λ > 0, Eλ[f(S(X))] = 0. D’après
l’indication, on a que sous Pλ, S(X) ∼ Poi(λn), donc ce qui précède équivaut à

∀λ > 0, e−λn
∑
k≥0

f(k)
(λn)k

k!
= 0

et par unicité des coefficients de la série entière

z 7→
∑
k≥0

f(k)
zk

k!
,

de rayon infini, on a pour tout k ≥ 0, f(k)
k! = 0, c’est-à-dire f(S(X)) = 0, M−p.s.

S(X) est complète.

3. Calculer l’estimateur Rao-Blackwellisé T ∗ de T par S, et montrer que T ∗ est UVMB2

pour l’estimation de φ(λ). Solution. Calculons l’espérance conditionnelle de T sachant
S. Celle-ci vaut Eλ[T (X) |S(X)] = Pλ(X1 = 0 |S(X)). Fixons s ∈ N et λ > 0. On a

Pλ(X1 = 0 |S(X) = s) =
Pλ(X1 = 0, S(X) = s)

Pλ(S(X) = s)

=
Pλ(X1 = 0, X2 + . . .+Xn = s)

Pλ(S(X) = s)

1rappel : c’est la loi telle que pour tout k ∈ N, P(X = k) = e−λ λk

k!
.

2UVMB : sans biais et uniformément de variance minimale.
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=
e−λe−λ(n−1) (λ(n−1))s

s!

e−λn (λn)s

s!

= (1− 1/n)s .

On a donc T ∗(X) = (1−1/n)S(X). T ∗ étant le Rao-Blackwellisé de T par S qui est sans
biais, complète et suffisante, on sait qu’il est UVMB par le théorème de Lehman-Scheffé.

Problème – Estimation dans un modèle de translation

Dans tout le problème, ∥ · ∥ désigne la norme euclidienne canonique sur Rd, et ∇ désigne
le gradient sur Rd. On considère le modèle où X = (X1, . . . , Xn) avec Xi vecteurs aléatoires
i.i.d. à valeurs dans Rd. Pour θ ∈ Θ ⊆ Rd, sous Pθ, X1 possède une densité par rapport à la
mesure de Lebesgue sur Rd donnée par

x 7→ f(x− θ),

où f : Rd → R∗
+ est une densité de probabilité, strictement positive, supposée connue. On

parle alors de modèle de translation. On suppose que le modèle est régulier, et que

(H1) f est de classe C1 sur Rd et ∇ log f verifie supx∈Rd ∥∇ log f(x)∥ < +∞.

(H2) Θ est un compact de Rd.

Partie I – Propriétés générales du modèle.

1. Montrer que le modèle est identifiable. Solution. Pour θ, θ′ ∈ Θ, Pθ = Pθ′ si et seule-
ment si pour Lebesgue-presque tout x ∈ Rd, f(x− θ) = f(x− θ′), c’est-à-dire que f est
égale Lebesgue-presque partout à une fonction θ − θ′ périodique. Or une fonction péri-
odique non nulle ne peut pas être intégrable. Montrons-le ici proprement. Supposons
que T0 := θ − θ′ ̸= 0. L’idée est de trouver des boules sur lesquelles l’intégrale de
f est la même, et strictement positive. Notons I =

∫
f(x)1∥x∥≤T0

dx > 0 et pour
tout k ≥ 0, Bk = B(2kT0, T0), boule ouverte de centre 2kT0 et de rayon T0. Il
est aisé de voir que les Bk sont 2 à 2 disjoints (on pourra faire un dessin), et que
pour tout k ≥ 0,

∫
f(x)1Bk

(x)dx =
u=x−2kT0

∫
f(u)1B0(u)du = I. Donc

∫
f(x)dx ≥∑

k≥0

∫
f(x)1Bk

(x)dx =
∑

k≥0 I = +∞, ce qui contredit l’intégrabilité de f . Donc
T0 = 0, et le modèle est identifiable.

2. Montrer que l’information de Fisher s’écrit

∀θ ∈ Θ, I(θ) = n

∫
Rd

(∇f(x))(∇f(x))⊤

f(x)
dx .

Solution. Le modèle est régulier et produit. La log-vraisemblance du modèle à un échan-
tillon s’écrit ici

ℓ(θ, x1) = log f(x1 − θ),

et le score vaut
ℓ̇(θ, x1) =

∇f(x1 − θ)

f(x1 − θ)
,

il est centré et de matrice de covariance

I(θ) = Varθ(ℓ̇(θ,X1))

= Eθ[ℓ̇(θ,X1)ℓ̇(θ,X1)
⊤]
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=

∫
∇f(x− θ)

f(x− θ)

(
∇f(x− θ)

f(x− θ)

)⊤
f(x− θ)dx

=

∫
(∇f(u))(∇f(u))⊤

f(u)
du,

où la dernière ligne est obtenue par le changement de variable u = x − θ. On conclut
par additivité de l’information de Fisher.

3. Comment interprétez-vous le fait que I(θ) ne dépende pas de θ ? Solution. La difficulté
d’estimation de θ est la même partout, quelque soit θ. Cela vient du fait que le modèle
est un modèle de translation, i.e., si X ∼ Pθ, alors X − θ ∼ P0 (on peut le voir avec la
méthode de la fonction muette).

4. Montrer qu’il existe un estimateur du maximum de vraisemblance (EMV, pas forcément
unique), et que tout EMV θ̂n(X) vérifie

θ̂n(X) ∈ argmax
t∈Θ

Mn(X, t),

avec

Mn(X, t) =
1

n

n∑
i=1

log f(Xi − t) .

Solution. La log-vraisemblance s’écrit ℓ(θ, x) =
∑n

i=1 log f(xi − t) = nMn(x, θ). pour
tout vecteur x ∈ Rn, t → Mn(x, t) est continue sur un compact : elle est bornée et
atteint ses bornes. L’argmax est donc bien défini (mais pas forcément unique, d’où le
fait qu’il existe au moins un EMV).

Pour t ∈ Θ, on note M(t) = Eθ[log f(X1 − t)].

5. Montrer que pour tout t ∈ Θ, Mn(X, t)
p.s.−→

n→∞
M(t). Solution. Les Xi son i.i.d., et c’est

la loi des grands nombres.

6. Montrer que M admet un maximum global atteint uniquement en t = θ. On pourra
montrer que pour tout t ∈ Θ,∫

Rd

f(x− θ) log

(
f(x− θ)

f(x− t)

)
dx ≥ 0,

et étudier le cas d’égalité. Solution. On note

∆(t) =

∫
f(x− θ) log

(
f(x− θ)

f(x− t)

)
dx .

On a déjà fait des choses similaires en TD. Notons que cette intégrale a toujours un sens
dans R∪{+∞} : en effet, sa partie négative est toujours intégrable, car p log p/q est tou-
jours minorée par −1

eq, comme u log u ≥ −1/e sur R∗
+. Ce minorant est intégrable, donc

∆(t) a bien une valeur dans R ∪ {+∞}. Ensuite, on remarque que ∆(t) = Et[Z logZ],
avec Z = f(X−θ)

f(X−t) . La fonction u → u log u étant strictement convexe sur R∗
+, d’après

l’inégalité de Jensen, on a

∆(t) ≥ Et[Z] logEt[Z] = 0,

avec égalité si et seulement si Z est constante p.s., i.e. f(x− θ) = Cf(x− t) Lebesgue
presque partout, ce qui implique C = 1. Puis, par identifiabilité du modèle, cela équivaut
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à t = θ. M vérifie M(t) = −∆(t)+
∫
Rd f(x−θ) log (f(x− θ)) dx admet donc un unique

maximum global atteint uniquement en t = θ.

7. D’après ce qui précède, pourquoi, intuitivement, θ̂n a-t-il une chance d’être proche de
θ lorsque n est grand ? On attend un argument heuristique (non rigoureux). Solution.
Quand n est grand, comme M(X, t) est proche de M(t), maximiser M(X, t) revient
heuristiquement à maximiser M(t), qui n’atteint son maximum qu’en θ. Donc cela
nous amène à penser que θ̂n est proche de θ. Reste à montrer que la limite presque sûre
et l’argmax commutent, ce qui n’est pas évident à priori.

Partie II – Un résultat d’analyse

Pour rendre rigoureuse l’intuition de la question 7, il nous faut un résultat d’analyse dont
cette partie fait l’objet.

Soit Γ un compact de Rd. Soit (gn)n≥0 une suite de fonctions continues de Γ dans R, et
g : Γ → R. On suppose que gn converge uniformément vers g, que g a un maximum global at-
teint en un unique x⋆ ∈ Γ, et que pour tout n, il existe xn ∈ Γ tel que gn(xn) = supx∈Γ gn(x).
L’objectif est de démontrer que la suite (xn)n≥0 converge vers x∗.

Fixons ε > 0. On considère Γε := {x ∈ Γ, ∥x− x∗∥ ≥ ε}, et

δ := g(x∗)− sup
x∈Γε

g(x) .

8. Justifier que δ > 0. Solution. Notons que δ ≥ 0 par définition. Montrons qu’il est
strictement positif. g est limite uniforme de fonctions continues, elle est donc continue.
Comme Γ est compact, Γε est encore compact en tant que fermé de Γ (intersection
de Γ et d’un fermé). Le supremum est donc un maximum : il existe y∗ ∈ Γε tel que
g(y∗) = supx∈Γε

g(x). Si δ = 0, alors y∗ atteint le maximum global et y∗ = x∗, absurde
car y∗ ∈ Γε.

9. Montrer qu’il existe N ≥ 0 tel que pour tout n ≥ N , pour tout x ∈ Γε,

g(x∗)− 1

3
δ ≤ gn(x

∗) et gn(x) ≤ g(x∗)− 2

3
δ,

puis que gn(x) < gn(x
∗). Solution. Par convergence uniforme, il existe N ≥ 0 tel que

pour tout n ≥ N , x ∈ Γ,
|gn(x)− g(x)| ≤ δ/3 .

En appliquant cette inégalité à x∗, on a exactement la première inégalité voulue. Pour la
seconde, notons que pour n ≥ N et x ∈ Γε, gn(x) ≤ g(x) + δ/3 ≤ supx∈Γε

g(x) + δ/3 =
g(x∗) − δ + δ/3 = g(x∗) − 2δ/3. Comme δ > 0, on a donc gn(x) ≤ g(x∗) − 2δ/3 <
g(x∗)− δ/3 ≤ gn(x

∗).

10. En déduire que pour n ≥ N , xn /∈ Γε. Conclure. Solution. Comme gn(xn) ≥ gn(x
∗)

par définition, d’après la question précédente, pour n ≥ N , xn ne peut pas être dans Γε.
On a montré que pour n ≥ N , ∥xn − x∗∥ < ε. Cela achève la preuve de la convergence
xn → x∗.

Partie III – Une loi des grands nombres uniforme

Le but de cette partie est de montrer qu’on a la convergence uniforme presque sûre :

sup
t∈Θ

|Mn(X, t)−M(t)| p.s.−→
n→∞

0 .

Notons que ce résultat est plus fort que celui établi en question 5.
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Fixons ε > 0.

11. En utilisant (H1), montrer qu’il existe η > 0 tel que pour tout θ, θ′ ∈ Θ,

∥θ − θ′∥ ≤ η =⇒ sup
x∈Rd

| log f(x− θ)− log f(x− θ′)| ≤ ε .

Solution. Notons C := supx∈Rd ∥∇ log f(x)∥ dans (H1). Si C = 0, f est constante sur
Rd, strictement positive et intégrable, absurde. Donc C > 0. D’après l’inégalité des
acroissements finis (valable bien sûr aussi dans Rd), on a que pour tout x ∈ Rd,

| log f(x− θ)− log f(x− θ′)| ≤ C × ∥x− θ − (x− θ′)∥ = C × ∥θ − θ′∥,

et η = ε/C convient.

12. Montrer qu’il existe m ≥ 1, t1, . . . , tm ∈ Θ tels que pour tout t ∈ Θ, il existe 1 ≤ j ≤ m
tel que ∥t− tj∥ ≤ η. Solution. Notons que

Θ ⊆
⋃
t∈Γ

B(t, η),

et que comme Θ est compact, on peut extraire de ce recouvrement un recouvrement fini.
Il existe donc t1, . . . , tm ∈ Θ tels que

Θ ⊆
m⋃
j=1

B(tj , η),

ce qui est exactement ce que l’on veut.

13. Soit t ∈ Θ. Montrer qu’il existe un entier 1 ≤ j ≤ m tel que :

|Mn(X, t)−M(t)| ≤ |Mn(X, tj)−M(tj)|+ 2ε .

Solution. On fait apparaître les quantités qu’on veut. Il existe 1 ≤ j ≤ m tel que
∥tj − t∥ ≤ η. D’après 11, cela implique que presque sûrement (et même, partout), pour
tout 1 ≤ i ≤ d, | log f(Xi−t)−log f(Xi−tj)| ≤ ε et partant |Mn(X, t)−Mn(X, tj)| ≤ ε.
Il vient alors,

|Mn(X, t)−M(t)| ≤ |Mn(X, t)−Mn(X, tj)|+ |Mn(X, tj)−M(tj)|+ |M(tj)−M(t)|
≤ ε+ |Mn(X, tj)−M(tj)|+ Eθ[|Mn(X, t)−Mn(X, tj)|]
≤ |Mn(X, tj)−M(tj)|+ 2ε .

14. Conclure. Solution. La loi des grands nombres donne que pour tout 1 ≤ j ≤ m, Pθ−p.s.,
|Mn(X, tj)−M(tj)| → 0. Mais les tj sont en nombre fini, et comme réunion finie
d’ensembles négligeable est négligeable, on a que Pθ−p.s.,

sup
1≤j≤m

|Mn(X, tj)−M(tj)| → 0 .

En prenant le supremum dans l’inégalité de la question précédente, nous avons donc que
pour tout ε > 0, Pθ−p.s.,

lim sup
n

sup
t∈Θ

|Mn(X, t)−M(t)| ≤ 2ε .
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Enfin, on séquentialise les ε > 0 par exemple en posant εm = 2−m pour obtenir que
Pθ−p.s.,

sup
t∈Θ

|Mn(X, t)−M(t)| → 0 .

Partie IV – Conclusion : consistance de tout estimateur du maximum de vraisemblance

15. En utilisant les résultats des parties II et III, montrer que tout EMV θ̂n est fortement
consistant. Solution. D’après la partie III, Pθ−p.s., Mn(X, ·) converge uniforément
vers M(·), qui possède un maximum global atteint uniquement en θ, d’après 6. D’après
4, θ̂n vérifie Mn(X, θ̂n) = supt∈ΘMn(X, t). Θ est compact, et les Mn(X, ·) sont con-
tinues par régularité du modèle : on est exactement dans les hypothèses de la partie
II. On conclut donc que Pθ−p.s., θ̂n converge vers θ. C’est exactement la consistance
forte de l’estimateur du maximum de vraisemblance. La limite presque sûre et l’argmax
commutent !

Fin du sujet.
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