Probléme — Minimisation de ’erreur de prédiction

Dans ce probléme, on s’intéresse a 'erreur de prédiction dans le modéle linéaire. On tra-
vaille ici avec un modéle linéaire, non supposé gaussien, et on note o2 la variance (constante)
du bruit.

Premiére partie : cas & une variable explicative. On cherche & apprendre le modéle linéaire
suivant pour prédire le réel Y; en fonction d’une variable explicative réelle z; :

Vi<i<n, Y;=po+przi+¢e.

On notera 7 et Z les moyennes empiriques de z = (z1,...,2,) et de Y = (Y1,...,Y,)T
(attention, elles dépendent de m). On suppose que le modéle est identifiable et on note

B = (Bo, B1) 'estimateur des moindres carrés de £.
Sous le méme modéle, on observe une nouvelle valeur z,41 de la variable explicative et
on cherche a prédire la variable réponse Y, 1 avec l'estimateur

N 5 5 T 3 . 1
Un+1 = Bo + Prznt1 = $n+157 ou Tp41 = [ ]
L’erreur de prédiction est définie par :

err(znt1) == E [(Yag1 — Gns1)?] -
Notons que dans cette espérance, l'aléa vient du bruit e,11 dans Yn41 ainsi que de ’aléa

dans le B

1. Redémontrer que si S est un vecteur aléatoire de R™ de matrice de covariance (finie)
C, alors pour tout vecteur v € R™, Var(u?S) = u”'Cu. Solution. On peut développer
POUT VOIT quE

Var(u® S) = Var (Z UiSi>
i=1

= Z Cov(u;Si, ujS;)

1<i,j<m

= E uiuiC’m = UTCU .

1<ij<m

2. Quevaut E [Yy41 — §n1] ? Solution. Elle est égale 4 E { X (8- B) +ent1| = =zl 0+
0 = 0 par nullité du biais de ﬁ et d’apres les hypotheses sur les €;.

3. Ecrire la matrice X du plan d’expérience dans ce modéle (on mettra I'intercept dans la
premiére colonne), et montrer que

R i

avec v(z) la variance empirique de z. Solution. Dans notre cas on a X = [ 1, ‘ z ] €

R™2 ot XTX —n[ 1
Z?:l Z?

1 =
1 |nZlyi= l z
nv(z) |: 1

} de déterminant nv(z). Il vient donc (XTX)~! =

I—I



4. En utilisant les résultats des questions 1, 2 et 3, montrer que

1 _ %)\2

no Yl (z— %)
Solution. Comme la variable dont on prend le moment d’ordre deux est centré d’aprés
la question 2, on calcule en fait une variance.

err(zp+1) = Var(epy1 + $3;+1(6 - B))

=0 + a1 (P(XTX) D

1y L2 o
D’apres la question 8 on a (XTX)™! = #(Z) [” Z_Z? Zi 12] avec v(2) variance em-

pirique de z. Cela donne

err(zen) = 0° + 2k 1 (02 (XTX) N
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5. Pour quelle(s) valeur(s) de z,4+1 lerreur de prédiction est-elle minimale 7 Interpréter
ce résultat. Solution. L’erreur est minimale en z,41 = Z et vaut o+ 02/n. On est
toujours meilleur pour prédire lorsqu’on observe le barycentre de ce qu’on a déja observé.
En effet, intuitivement, c’est le point le plus typique.

6. Quelle est la limite de 'erreur de prédiction minimale lorsque n — oo 7 Interpréter
cette valeur limite. Solution. Cette erreur tend vers o lorsque n est grand, c’est Uerreur
minimale de prédiction qu’on puisse faire, car la variable Yy 11 est bruitée avec un bruit
indépendant et de variance o : on ne peut pas faire mieux.

Deuxiéme partie : cas général. Nous considérons cette fois-ci le cas général a plusieurs
covaraibles. Ici, pour tout 1 <1 < n,

Y, = B0+ Brz1i+ ...+ Bpzpi + i

On note
Z:=|z1|...|2 | ERVP,
avec pour tout 1 < £ <p, zp:= [Zf,l ... zg,n]T € R™. On note Z le vecteur des moyennes
empiriques z := [z ... TP]T € RP (dont les entrées dépendent de n).
7. En notant 8 = [60 61 ... Bp]T, écrire le modeéle matriciellement sous la forme

Y = X8 + € en précisant X. Solution. On l’a déja fait, X s’écrit

X=|1,|z|...|2 | e R*ED,



8.

Dans

10.

11.

12.

Ecrire la matrice X7 X sous forme de 4 blocs faisant intervenir Z, Z et n. Solution.
=T
n nz

Déja fai sance d’ ces. XTX =
éja fait en séance d’exercices. On a que [nz ZTZ]

toute la suite, on suppose que le modéle est identifiable.

. On donne la formule d’inversion matricielle par blocs : soit A une matrice inversible

5 I[/{/} avec T inversible. Alors Q = W — VI ~U est

inversible et 'inverse de A est :
= T+ luQlvrt T lUuQ!
= _Qfl‘/Tfl Qfl .

s’écrivant par blocs A = [

On note I' := 1 Z7Z — zz". Ecrire la matrice (X7 X)~! sous la forme d’une matrice
par blocs en fonction de n,z et ™!, Solution. La formule donne directement @Q = nI’
et
4 114 z'rtz —(r )7
T 1L
(X X) - n |: _1‘\—15 F_l

Comme dans la premiére partie, on observe désormais un vecteur
Tn41 = (1> ZnJrl) = (L Zlntly .- ZZ,n—i—l)

et 'on cherche & prédire la variable réponse Y, 11 avec 'estimateur ¢,y = xz 1B
L’erreur de prédiction est définie comme précédemment.

Exprimer err(z,+1) en fonction de n, de 02, du vecteur (2,41 — %) et de la matrice I' L.
Solution. On reprend les calculs de la question 3., et on a encore

ert(zas1) = 0% + 20 (02(XTX) s

2
ag
= 0'2 + ; (1 + lejflz — 2zg+1F*15 + Zgllrilzn-‘rl)

1 _ _
=2 <1 + E + (Zn+1 —f)TF 1(Zn+1 — Z)> .

On admet dans cette question que I' est symétrique définie positive. Pour quelle(s)
valeur(s) de zp41 'erreur de prédiction est-elle minimale ? Solution. Ben du coup c’est
¢vident, il faut dire que T ™! est encore symétrique définie positive, et le minimum est
donc atteint en zp+1 = Z. Le reste du temps, c¢’est au-dessus !

(%) Montrer que I' = %ZTZ — 7z%Z7 est bien symétrique définie positive. On pourra
chercher & l’écrire sous la forme %WWT avec W une matrice bien choisie. Solution.
Symétrie évidente. Ensuite, lidée c’est de voir qu’elle ressemble fortement a une ma-
trice de covariance. C’est méme carrément une matrice de covariance empirique. Si on
note Z la matrice

Z:=|z—Zily | ... | zp —Zpl, | € RWP,

on a que ' = %ZTZ On a donc la positivité qui en découle. On peut ensuite évoquer le
résultat d’inversion par blocs qui implque que I' est inversible, ou remarquer que Z est



mjective. En effet, siu € KerZ, alors u1z1 + ...+ upzp = (Eﬁ’:l wz?) 1,, et comme
X est de rang plein par hypothése, u = 0.



